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Introduction

Plus que toute autre branche des mathématiques, la théorie des proba-
bilités s’est développée conjointement & leurs applications. Cela fut vrai dés
la naissance de cette discipline, au moment ou Pascal et Fermat tachaient
de résoudre le probléme de partage des mises dans un jeu de hasard,' et cela
se poursuit & notre époque, ol les travaux les plus excitants en probabilités
sont menés par des physiciens ceuvrant dans le domaine de la mécanique
statistique.

Kolmogorov a établi les axiomes de la théorie des probabilités il y a plus
de cinquante ans. Je suis convaincu qu’avec moi, de nombreux probabilistes
en charge de 'enseignement de débutants ont le sentiment que ces fondations,
qui relévent de la théorie de la mesure, sont 1a plus pour satisfaire notre
bonne conscience de mathématiciens que pour fournir & un praticien désireux
d’appliquer la théorie des probabilités un moyen efficace de le faire.

Le présent travail propose de nouvelles fondations pour la théorie des
probabilités. Pour cela, il met en ceuvre quelques énoncés trés simples de
I’Analyse Non Standard. Le bagage mathématique requis pour étudier cet
ouvrage est & peine supérieur & celui d’un éleve d’une classe de Terminale
scientifique & la fin de son année scolaire. Aussi mon veeu est-il que par ce
travail, des résultats profonds de la théorie moderne des processus stochas-
tiques soient rendus accessibles & quiconque est apte a effectuer une addition
ou une multiplication, et & raisonner.

Un tel résultat a été rendu possible parce que ’'on a décidé de conserver
aux énoncés des résultats leurs formes non standard. Les praticiens de I’Ana-
lyse Non Standard adoptent en effet une forme de raisonnement originale qui,

! Blaise Pascal (1623, 1662) ; Pierre de Fermat (1601, 1665). Le probléme du partage des
mises, posé par le chevalier de Méré, est le suivant : soient deux joueurs s’affrontant dans
un jeu de hasard, dont la régle prévoit que le premier & avoir gagné N parties emporte la
mise S. On suppose que pour une raison quelconque on doive interrompre le jeu. Sachant
que chacun des joueurs devrait encore gagner respectivement n et p coups pour remporter
la partie, comment répartir équitablement la mise S entre eux deux. (NdT)

)
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si elle n’est pas retraduite en termes conventionnels, parait remarquablement
élémentaire.

Les mathématiciens sont & juste titre plutdt conservateurs et méfiants
face aux idées neuves. Ils voudront s’assurer que les résultats développés
ici sont aussi féconds que les résultats classiques, et que leur temps ne sera
pas perdu s’ils apprennent 1’Analyse Non Standard. Ces questions seront
abordées dans l’annexe. L’annexe en elle-méme exige de la part du lecteur
un niveau mathématique nettement supérieur & celui nécessaire pour étudier
le cceur de 'ouvrage. En revanche, la lecture du cceur de 'ouvrage se suffit
& elleeméme.
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Chapitre 1

Variables aléatoires

Commencons par donner quelques définitions et quelques inégalités a la
base de la théorie des probabilités, dans le cadre des espaces probabilisés
finis.

Un espace probabilisé fini est la donnée d’un ensemble fini 2 et d’une
fonction pr telle que :

o pr est une fonction réelle strictement positive définie sur Q;

o Y opr(w)=1.

Une wvariable aléatoire = sur € est une fonction réelle définie sur 2.
L’espérance, ou moyenne, d’une variable aléatoire z est définie par la re-
lation :

Ex% z(w)pr(w).
wEN

Un événement est un sous-ensemble de (2. La probabilité d’un événement A
est la somme des probabilités des éléments de A :

Pr(A) e Z pr(w).
wEA

Etant donné un événement A, la fonction indicatrice de A :
XA Q— {Oa 1}

(xa(w) =1) <= (w € A)

est une variable aléatoire sur Q. On a alors Pr(A) = Exa. On désigne par
A€ le complémentaire de A dans €2, c’est-a-dire, ’ensemble des éléments de
2 qui n’appartiennent pas a A.
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Si n est le cardinal de Q, I’ensemble R des variables aléatoires sur Q
forme un espace vectoriel de dimension n. Sur cet espace vectoriel nous dé-
finissons un produit scalaire (. ,.) par la relation suivante :

Vz € R? Yy € R%, (z,vy) = Exy.

On vérifie aisément la bilinéarité et la symétrie de cette application. Comme
(.,.) est non-dégeénéré ({x,z) est nul si et seulement si z = 0), 'espace R%
muni de ce produit est un espace euclidien, et on a :

Vz € RY, ||z||, = VEzz.

Comme 'espérance est une forme linéaire de R? dans R, ’ensemble des
variables aléatoires de moyenne nulle (le noyau de cette forme) est un hy-
perplan. La droite orthogonale & cet hyperplan est ’espace des fonctions
constantes de R dans R. Ainsi, I'application & — Ex est la projection or-
thogonale de R sur I’espace des variables aléatoires constantes, que 'on
peut identifier & R, et 'application x — = — Ez est la projection orthogonale
de R? sur 'espace des variables aléatoires de moyenne nulle.

Nous définissons également les fonctions suivantes, z et y étant des va-
riables aléatoires :

o variance de z : var(z) = E((z — Ez)?);

o écart-type de z : o(z) = y/var(z);

« covariance de z et de y : cov(z,y) = E((x — Exz)(y — Ey));

« coefficient de corrélation entre z et y :p(z,y) = ;?;’)(i’é))

Lorsque les variables aléatoires x et y sont de moyenne nulle, 1’écart-type de
z est égal & sa norme euclidienne, la covariance de z et de y est égale au
produit scalaire de x et y, et le coefficient de corrélation entre x et y est égal
au cosinus de I’angle que forment entre eux z et y.

D’autres normes définies sur 1’espace R sont souvent utiles. Ainsi, pour
tout nombre réel p de U'intervalle [1,4o00], on construit une norme |.||, en
posant :

def
lzllp = {/ E(l=[?)-

On crée également une norme ||.||s grace a la relation :
def
oo 2 max ()]

On voit que :
Vp € [1,+oo, [lz]lp < [|z]co- (1.1)
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De plus, si wy est un point de Q ol z atteint son maximum, alors :

Vp € [1,4o00[, [lz]lp > (|z (wo)[” pr (wo)) (1.2)
et
S 8/ ([(@(wo) P pr(wo)) = |z(wo)| = [[#]leo-

De 1.1 et 1.2, on déduit :

Q 1 _

Vo€ RY, tim |zl = 2]
Pour tout réel p de l'intervalle |1, +00[, on définit I’exposant conjugué de
p comme étant le réel g, contenu dans l'intervalle |1, +o0], tel que % + % =1.

Alors, l'inégalité de Hélder nous dit :
Vo € R Yy € R, [Exy| < ol lyll, (1.3)

En effet, si I'une ou ’autre de x ou de y est uniformément nulle, I’inégalité est

triviale. Sinon, on peut supposer que ||z||, =1 et [|y[|, = 1, en remplacant la

variable x par la variable ﬁ, et la variable y par la variable ﬁ Démontrer
p q

I'inégalité de Holder revient donc & démontrer que :
vo € R vy € RY, (=], =1) et (lyl, = 1)) = (|Bzy| <1).  (1.4)

Or, du fait de la concavité du logarithme, et que p et g sont conjugués, on a
la relation suivante :

Vi € 9, }, In(jz(w)P?) + glnuy(w)\q) < 1n(%|x<w)|f’ + ay(w)\q)
o Y € Q, [6(w)y(©)] < ~[2()? + ~ly(@)|°
’ ~p q

d’ou il vient : . .
Elzy| < Ellmllﬁ + gllyllg- (1.5)

Comme ||z, = 1, |lyll, = 1, p et g sont conjugués, et |Ezy| < El|zyl, la
relation 1.5 permet de déduire la relation 1.4, ce qui conclut la démonstration
de l'inégalité de Holder.
L’inégalité 1.3 est une inégalité stricte, & moins que :
e |Ezy| = E|zy|, ce qui se produit si et seulement si les fonctions z et y
sont systématiquement de méme signe;
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et :
e Yw € Q z(w)” = |y(w)].
Si la variable z vérifie ||z]|, =1, et si la variable y est définie par la relation

Qs

Vw € Q,y(w) = signe(z(w))|z(w)|,
alors Exy = 1, et I'égalité dans 1.3 est atteinte. Ainsi, si ||z]|, = 1, on a

maxl\yllqzl(Eﬂﬂy) = 1. D’ou il vient :

Vz € RY, |z|, = max |Ezy|. (1.6)
llyll,=1

L’inégalité de Minkowski découle immeédiatement de la proposition 1.6 :
Vp €)1, +oo[,Vz € R, Vy € R, ||z + yll, < llzll, + lyll,- (1.7)

Posons que 1 et oo sont exposants conjugués I'un de 'autre. Avec cette
convention, nous voyons que les propositions 1.3, 1.6, et 1.7 sont valables
pour tout exposant p dans l'intervalle fermé [1, oo].

Soit f une fonction convexe de R dans R. Alors,

Vo € B F(Y a(@)pr(@)) < Y pr()f(#(w))
we weN

c’est-a-dire :
f(Ez) < Ef(z). (1.8)

La relation 1.8 porte le nom d’inégalité de Jensen. Si nous choisissons, pour
p dans lintervalle [1,+4o0], la fonction f : ¢t +— |¢|”, l'inégalité de Jensen
implique la relation suivante valable pour toute variable aléatoire z :

Vp € [1,+oo], |Ez|P < E|z|P.
Si nous appliquons cette derniére relation & la variable y = |z|, on obtient :
Vp € [1,+o0[, (E|z|)” < E|z[?,

soit
Vp € [1,+ool, ||z, < ||z,

Et si nous appliquons la méme relation a la variable y = |z|", r étant un réel
quelconque de 'intervalle [1, 400, on voit de la méme maniére que :

Vp € [1,400[,Vr € [1, oo, ||, < [|=],,
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d’ou 'on déduit que, quelle que soit la variable aléatoire xz, la fonction

[1,400] — R*
p = |l

est une fonction croissante de p.
Soit f une fonction positive. La proposition suivante est vraie :

VYA > 0Vz € R%,

Ef(e)2 ) fl@@)prw) 2 APr{w: f(z(w) 2 A}
{w:f(2(w))2A}

ce qui implique :

VA > 0¥z € RY, Pr{f(z) > A} < Efk(“’). (1.9)
Dans cette relation, “Pr{f(z) > A}’ est une abréviation pour désigner la
valeur Pr{w : f(z(w)) > A}. Il est de coutume en théorie des probabilités de
procéder a de tels raccourcis d’écriture.

Comme les ensembles {w : |z(w)] > A} et {w : |z(w)|? > AP} sont
identiques pour tout réel p strictement positif, la proposition 1.9 nous permet
d’écrire l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

B(|zl")

Vo € R,VA > 0,Vp > 0, Pr{|z| > \} < "






Chapitre 2

Algébres de variables aléatoires

I’ensemble R des variables aléatoires sur 2 est plus qu’un espace vec-
toriel. I est en effet muni d’une structure d’algébre. Nous conviendrons
qu’une algébre de variables aléatoires sur ) contient toujours les fonctions
constantes. Ainsi une sous-algébre A de variables aléatoires est un sous-
ensemble de R stable pour I’addition (z +y est dans A si = et y sont dans
A), stable pour la multiplication (zy est dans A si z et y sont dans A), et
qui contient les fonctions constantes.

La structure d’une sous-algeébre A est trés simple. Nous appelons atome
de A tout événement (partie de ) maximal A, tel que tout élément de A
soit constant sur A. Etant donnée une sous-algébre A, ’ensemble des atomes
de A, noté at(A), forme une partition de €2 :

{ Uscata) A =
VA € at(A),VB € at(A), (A # B) = (AN B = 0).

Si A est un atome de A, c’est un événement maximal en ce sens qu’il
n’existe pas de partie de €2 contenant strictement A, et sur laquelle chaque
variable de A serait constante. Pour tout élément w € A€ , il existe donc une
fonction z de A telle que xz(w) # z(A). Soit la variable aléatoire définie par
la relation :

z — z(w)

z(A) — z(w)’

Ty =

Cette fonction satisfait les propriétés suivantes :
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d’olt 'on déduit 'égalité x4 = Hw¢A z,. Il s’ensuit que pour tout atome
A de A la fonction indicatrice de A appartient a A, et A est composée de
toutes les fonctions de R constantes sur chaque élément de at(.A).

Inversement, étant donnée une partition P de €2, I’ensemble de toutes
les fonctions de R constantes sur chaque élément de P constitue une sous-
algebre de R. Il est par conséquent équivalent de se donner une algébre de
variables aléatoires sur {2 ou une partition de 2.

Remarquons qu’une sous-algébre quelconque A de variables aléatoires
contient toute fonction de ses éléments : en effet, quelle que soit la fonction
f: R™ = R et quelles que soient les variables aléatoires z1,--+ ,z, de A, la
variable f(z1,---,2,) est un élément de A.

Iustrons ce que nous venons d’exposer par un modeéle du jeu de lancer
de dés. Définissons ’ensemble 2 comme étant 1’ensemble de tous les couples
(,7) tels que i et j soient des entiers compris dans lintervalle [1, 6], avec
pr(i,j) = 31—6. Définissons les variables aléatoires z, y, et z par :

o« z(4,5) =1;

e y(i,5) =7

o 2(4,7) =i+ 3.

Soit A la sous-algébre de R engendrée par z (c’est la plus petite sous-algébre
contenant a la fois z et les fonctions constantes). La figure 2.1 représente les
atomes de A. L’ensemble at(.A) contient 11 atomes, que nous désignons par
As, ..., A12. Dans cette notation, 'indice utilisé correspond & la valeur prise
par z. Revenons au cas général. Soit A une sous-algébre quelconque de R%.
Pour tout atome A de A, construisons la fonction :

{p’l"A:A — [0,1]

o B

Muni de cette fonction, A forme un espace probabilisé. Ainsi, la structure
d’espace probabilisé de 2 induit sur chaque atome de A une structure d’es-
pace probabilisé. En utilisant cette propriété, nous serons en mesure de
rendre chaque construction et chaque résultat de la théorie des probabili-
tés relatifs & une sous-algébre A de variables aléatoires. Lors d’une telle
relativisation, les fonctions de A tiendront lieu de fonctions constantes.

Ainsi pouvons nous définir I’espérance conditionnelle, ou moyenne condi-
tionnelle, relativement & A, d’une variable aléatoire x de la maniére suivante.
E sz est un élément de A, tel que la valeur prise par E 4z sur un atome A
de A soit égale a la moyenne de z sur I’espace probabilisé A :

Vz € R, Vz € R, Vw € Q,VA € at(A),
(we A) = (Baz(w) = Yoeca z(E)pra(§))-
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Fi1a. 2.1 - lancer de dés

De la méme maniére que ’espérance est une forme linéaire :

V(z1,29,A1,X2) € R x R x R x R,
E(/\lwl + AQ.’L’Q) = MFEzx1 + MFExo,

I’espérance conditionnelle est une forme A-linéaire :

V(z1,22,y1,92) € R? X R x A x A,
Es(yiz1 + yox2) = 1 Eaz1 + y2 Epzo.

On dit que ’espérance préserve les constantes pour exprimer le fait que
cet opérateur est neutre sur ’espace des variables aléatoires constantes :

VA€ R,EX= A

De la méme maniére, on dit que ’espérance conditionnelle relative & une
sous-algébre A préserve les éléments de A :

Vye A, Eqy =y.

L’espérance est 'opérateur de projection orthogonale de 1’espace eucli-
dien R® sur la droite des fonctions constantes. C’est-a-dire que 1'on a :

Vz € R, V) € R, E((z — Ez)®) < E((z — \)?).
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La relativisation de cette proposition a la sous-algébre A s’écrit :
Vz € R Vy € A, E4((z — Ezz)?) < Ea((z — y)?).

Si B est une sous-algébre incluse dans A, alors EgFE 4 = Ep. En particu-
lier, comme ’ensemble des constantes forme une sous-algébre (et du fait que
nous avons convenu que toute sous-algébre de variables aléatoires contrain-
drait les constantes), on a FE4 = E. De ce fait, comme par ce qui précéde :

Vz € R%Vy € A, EEs((z — Eqz)®) < EEA((z - y)?),
on en déduit :
Vz € R?,Vy € A, B((z — Eaz)?) < B((z — y)?).

Autrement dit, 'opérateur E 4 est 'opérateur de projection orthogonale de
R% sur le sous-espace vectoriel A.
On emploie également, pour désigner E 4z, la notation F{xz|A}, et si A

est engendrée par les variables z1,--- ,z,, on peut écrire E{z|z1, - ,x,}
également.

Revenons a notre exemple du jeu de dés, illustré par la figure 2.1. Pour
une raison de symeétrie, E{z|z} = E{y|z}, et donc, E{z|z} = % = 2.

Relativement & A, pour un événement B quelconque de €2, nous définis-
sons la probabilité conditionnelle de B comme étant 1’élément de A défini
par :

PraB ™ E.xp.

Cette fonction vérifie donc la propriété :

Vw € Q,VA € at(A), (w € 4) = (PTAB(w) — M)

Pr(A)

Voici comment s’expriment quelques inégalités que nous avons rencon-
trées dans le chapitre précédent, lorsque nous les rendons relatives a la sous-
algebre A :

« inégalité de Holder, p et g étant conjugués :

V(z,y) € R? x R, |Eazy| < {/Ballz") {/ Eallyl").
o inégalité de Jensen, f étant une fonction réelle convexe :

Vz € RY, f(Ez) < Eaf().



ALGEBRES DE VARIABLES ALEATOIRES 19

o inégalité de Bienaymé-Tchébychev, f étant une fonction positive :

Vo € R VYA > 0, Pra{f(z) > A} < %(x)

L’inégalité de Jensen nous dit que |E4z|” < E4(|z[?), et donc puisque
EEs=E, il en découle ||[Eaz|[, < [|z],, cette identité étant valable pour
toute valeur de p prise dans 'intervalle [1,4o00]. On résume cela en disant
que ’espérance réduit les normes.

Nous avons vu que la structure d’espace probabilisé sur  induit une
structure d’espace probabilisé sur chaque élément de at(A), en permettant
de définir des fonctions de probabilité locales pr 4. Il est également possible de
doter I’ensemble at(.A) des atomes de A d'une structure d’espace probabilisé,
(at(A),pr'y), en définissant pr'y ainsi :

VA € at(A), pr'y(A) ¥ Pr(4).

On dit que 'espace (Q,pr) est un espace fibré au-dessus de (at(A),pr'y)
(admettant pour support (at(.A),pr'A)), et dont les espaces (A,pra) sont
les fibres. Dans ’exemple de la figure 2.1, les fibres apparaissent comme les
alignements de points inclinés de 45 degrés dans le sens des aiguilles d'une
montre.

L’opérateur espérance au sein de 'espace (at(.A),pr'y) est noté E'y, et la
probabilité d’un ensemble d’atomes est notée Pr',. On vérifie que E'yE4=E.

Le produit de deux espaces probabilisés (21, pr1) et (o, pra) est un cas
particulier d’espace fibré. On obtient ce produit en dotant (£21 x €22) de la
fonction de probabilité (pri x pra) :

V(wi,ws) € Q1 X Qo, (pr1 X pro) (w1, ws) = pri(wi)pra(ws)-

Soit A; la sous-algébre des variables aléatoires ne dépendant pas de ws.
Alors I’ensemble at(A;) est constitué de tous les ensembles de la forme
{(w1,w2) : w1 =m}, o m parcourt 4, soit :

at(Al) = {{(wl,wg),wz € QQ},wl S Ql}






Chapitre 3

Processus stochastiques

Dans le contexte qui nous occupe ici, “stochastique” se référera a la no-
tion d’aléa, et “processus” voudra simplement dire “fonction”.! Nous disons
donc qu’un processus stochastique est une fonction dont les valeurs sont des
variables aléatoires. Plus formellement, soit 7" un ensemble fini et (€, pr)
un espace probabilisé. Un processus stochastique indexé par T et défini sur
(Q, pr) est une fonction ¢ : T — R®. Nous conviendrons dans la suite quun
processus stochastique est toujours indexé par un ensemble fini, et toujours
défini sur un espace probabilisé fini.

La notation £(t,w) désignera la valeur prise par la variable aléatoire £(t)
au point w, et la notation £(.,w) désignera, pour chaque w de €, la fonction :

((Lw): T — R
{ t — &(tw).

Ainsi, chaque £(t) est une variable aléatoire, chaque £(¢,w) est un nombre
réel, et chaque &(.,w) est une fonction réelle définie sur 7', appelée trajectoire
du processus &.

Soit A¢ 'ensemble des trajectoires du processus . Il constitue un sous-
ensemble fini de 'espace vectoriel RT des fonctions réelles définies sur T'. Ce
dernier espace est de dimension finie. La fonction de probabilité pre définie

! Etymologiquement, le mot “stochastique” dérive du grec oToxaoTikos, “qui vise bien”,
“habile & conjecturer”. De nos jours, “I’adjectif s’applique & ce qui est partiellement produit
par le hasard et & ce qui comporte la présence d’une variable aléatoire, ...” (Le Robert,
Dictionnaire historique de la langue francaise).

Le terme “processus”, quant & lui, tire ses origines du latin, et a subi jusqu’a nos jours
une histoire un peu plus compliquée (voir le méme dictionnaire). Cependant, “...il est passé
dans 'usage courant en parlant d’un ensemble de phénoménes se déroulant dans le méme
ordre”. (NdT)
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par :
pre:Ae — R
A — Pri{w:VteT,{(tw) =At)}

permet de doter I’ensemble A¢ d’une structure d’espace probabilisé. Muni de
cette structure, nous désignerons cet espace par la notation (Ag,pre).

Nous dirons que deux processus stochastiques & et £, indexés par un
méme ensemble T mais éventuellement définis sur deux espaces probabilisés
distincts, sont équivalents si (A¢ = Agr) et (prg = prer). Cela revient a dire
que deux processus sont équivalents si et seulement si ils ont les mémes tra-
jectoires, avec les mémes probabilités d’occurrence. En théorie des probabili-
tés, on ne s’intéresse qu’aux propriétés communes aux processus équivalents,
donc aux propriétés des classes d’équivalence des processus si I’on convient
de définir ces classes par la relation d’équivalence décrite plus haut. Comme
la fonction % :

¢: T — RM

Vt € T,Vw € Q,9(t)(&(.,w)) = &(t,w)

est un processus stochastique indexé par T', défini sur (A¢, pre), et équivalent
a &, on peut tout a fait admettre, lorsque ’on étudie un processus stochas-
tique, que celui-ci est défini sur I’ensemble probabilisé de ses trajectoires.

Lorsque T se résume a un seul élément, 7' = {#o}, on peut confondre le
processus stochastique ¢ avec la variable aléatoire £(t9). On peut également
confondre toute variable aléatoire z sur €2 avec un processus stochastique
indexé par un singleton :

A ={A€R:Pr{z=A}#0}
VA€ Ag,prz(X) = Pr{z = A}

On voit facilement que :

Ex = Z Aprz (). (3.1)

Le membre de droite de 1’égalité 3.1 est la moyenne de la fonction identité,
mesurée sur l'espace (Ag,pry). Sil'égalité 3.1 n’était pas vérifiée, alors, en
vertu du paragraphe précédent, la théorie des probabilité ne se préoccuperait
pas de ’espérance des variables aléatoires.

Les valeurs d’un processus stochastique £ sont qualifiées d’indépendantes
si la proposition suivante est vérifiée :

VA€ Ag,pre(N) = Hprg(t)(/\(t))-
teT
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Donnons un exemple. Supposons que 7' = {1,--- ,v}, et soit (Q,pr) un
espace probabilisé. Définissons la fonction pr” par :

{ pr’ : Q¥ — [0,1]
(wla T awl/) — Hie{l’...,y} pr(wi)-

Alors (¥, pr¥) est un espace probabilisé fini. Soit z¢ une variable aléatoire
sur {2, on voit que les variables aléatoires x,,, ou 1 < n < v, définies sur Q¥
par :

V(wi, -+ wy) € Q% zp(wi, -+ ,wy) = zo(wn)

sont indépendantes. La séquence (:Izn)ne {1} forme un processus stochas-
tique qui modélise v observations indépendantes d’'une méme variable aléa-
toire xy.

On dit que v événements Ay, --- , A, sont indépendants si leurs fonctions
indicatrices sont indépendantes. Dans notre exemple du jeu de dés (fig. 2.1)
désignons par A 'événement “i est pair”, par B I’événement “j est pair”,
et par C I'événement “; + j est pair”. A et B sont indépendants, A et C
sont indépendants, B et C' sont indépendants. Cependant, A, B, et C ne
sont pas indépendants. La connaissance de A seul ne nous apporte aucune
information sur C, de méme que la connaissance de B seul ne nous apporte
aucune information sur C. En revanche, la connaissance conjointe de A et
B nous renseigne complétement quant a C. Ici réside le secret des bons
détectives.






Chapitre 4

Concepts externes

Soit xo une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance unité. Soit
(x1,---,z,) une séquence de v réalisations indépendantes de zy. Considérons
la phrase suivante :

“Si v est un grand entier, alors presque sdrement, pour tous les
grands entiers n inférieurs ou égaux 4 v, le rapport # est
presque égal ¢ 0.”

Ce qui précéde est une formulation intuitive de la loi forte des grands
nombres. Cette formulation n’est pas précise, car nous n’avons pas fixé le
sens de “grand entier”, “presque stirement”, et “presque égal”.

Voici un apergu de la maniére dont on exprime classiquement la loi forte
des grands nombres. On remplace la séquence finie d’observations

(‘Ti)ie{l’...’y}

par une suite infinie d’observations (z;);cn. Pour aboutir & cela, il faut
construire un produit infini de ’espace probabilisé {2 avec lui-méme, soit
QN qui possédera des propriétés originales par rapport a € :
o bien que  soit un ensemble fini, le résultat du produit infini est un
ensemble non dénombrable, dés que €2 contient plus d’un élément ;
o dans ce nouvel espace, la probabilité associée & un point quelconque
est nulle;
o seules certaines parties de Q, forcément mesurables, pourront étre
qualifiées d’ “événement” ;
e la probabilité d’un événement ne se définit plus comme la somme des
probabilités de chacun de ses éléments ;
o toutes les fonctions réelles de OV ne pourront pas prétendre au sta-
tut de variables aléatoires, celles-ci devant étre mesurables. De plus,
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pour certaines variables aléatoires, il ne sera pas possible de calculer
I’espérance.
Avec tout ceci, la loi forte des grands nombres dit que, en dehors d’un évé-
nement de probabilité nulle, on a :

* 1 u
Vee R**,3m e N,¥n e N, (n > m) = ﬁ;xigg
1=

Nous proposons de procéder différemment, et notre approche présentera
I’avantage de rester dans le cadre élémentaire des espaces probabilisés finis.
Nous revenons donc & notre séquence (z;);c {1, 4} Mais nous imposons &
v d’étre un entier “non standard”. Nous allons préciser ce que recouvre ce
terme trés bientot.

Nous dirons aussi qu’un nombre réel est infinitésimal si sa valeur absolue
est inférieure & l'inverse d’un entier non standard, et nous dirons que deux
nombres sont presque égaux si leur différence est infinitésimale.

Nous dirons qu’une propriété est vérifiée presque stirement, au sein d’un
espace probabilisé, si quelque soit le réel non infinitésimal et non nul e, il
existe un événement N de probabilité inférieure & ¢ tel que la propriété soit
vérifiée pour tous les éléments du complémentaire de N. Ou formellement,
en notant Prop la propriété, si l’on a :

V¥ > 0,3N, (Pr(N) <€) et (Vw € N¢, Prop(w)).!

Alors, si 'on définit le fait d’étre un grand entier comme étant équivalent
& étre un entier non standard, la formulation de la loi des grands nombres
coincide avec notre formulation intuitive.

L’approche conventionnelle que nous avons présentée plus haut procéde
par idéalisation, car il est impossible de procéder & une suite infinie d’ob-
servations. L’autre approche procéde également par idéalisation, car vous
ne pourrez jamais “‘voir” un entier non standard. Il est de la nature méme
des mathématiques de procéder par idéalisations. Différents critéres esthé-
tiques entrent en compte dans le choix d’un formalisme plutdét que d’un
autre pour exprimer une propriété (par exemple la simplicité, la proximité
de I’énoncé avec 'idée fondamentale sous-jacente, la puissance, ...), mais dif-
férents formalismes ne s’excluent pas forcément, et il peut étre trés bénéfique
de reconsidérer des résultats classiques & la lumiére de concepts nouveaux.

Voyons maintenant d’oil provient cette idée d’objets “standard”. N est
Pensemble des entiers naturels {0,1,2,3,...}. La propriété fondamentale de

'La notation “V*’z...” s’entend comme “pour tout élément standard z...”. (NdT)
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cet ensemble nous est offerte par le théoréme d’induction, qui affirme que “si
une partie S de N contient 0, et si tout élément s de S est tel que (s + 1)
est dans S, alors S = N”.

Si A(n) est une proposition qui respecte le langage mathématique conven-
tionnel (par exemple, “n et (n + 2) sont premiers”, ou “n > m”), alors il est
licite de considérer I’ensemble S tel que :

S={neN:An)}.

Il est important que A soit bien formée, du point de vue des régles de
construction des propositions mathématiques. Un ensemble est un objet for-
mel, qui ne peut exister que s’il dispose d’une définition formelle au sein
du systéme axiomatique que 1’on a adopté. Ainsi un ensemble défini par la
propriété A(n) : “n n’est pas trés grand selon moi” n’est pas concevable en
mathématiques.

I1 découle des travaux menés par Godel dans les années 30 que les objets
“naturels” des mathématiques, comme ’ensemble N, ne peuvent étre entiére-
ment décrits par un systéme axiomatique quel qu’il soit. Pour comprendre ce
que cela veut dire, adjoignons & notre systéme d’axiomes initial un nouveau
prédicat, “standard”, non défini. Ainsi, la proposition “standard(n)” (c’est-a-
dire, n est standard) n’a aucune signification en mathématiques convention-
nelles. Nous dirons d’un énoncé qu’il est interne s’il n’utilise pas le prédicat
"standard”, ni 'un quelconque de ses dérivés (il s’agit donc d’un énoncé des
mathématiques classiques), et nous dirons d’un énoncé qu’il est externe s’il
n’est pas interne.

“standard(n)” est 'exemple le plus simple d’une formule externe. “x est
infinitésimal” en est un autre, puisque c’est une maniére abrégée d’écrire “il
existe un entier naturel non standard tel que son inverse soit supérieur a
|z|”. Pour définir un sous-ensemble, il n’est pas permis d’utiliser une formule
externe (on ne peut pas parler, par exemple, de I’ensemble des entiers stan-
dard?, ou de l'ensemble des réels infinitésimaux). Lorsque l'on viole cette
régle, on dit que 'on procéde & une formation illégale d’ensemble.

Nous poserons les axiomes suivants :

(1) 0 est standard;
(2) pour tout entier naturel n, si n est standard, alors (n+ 1) est standard;

Néanmoins, il est impossible de démontrer que tout élément de N est stan-
dard. Ceci ne contredit pas le principe d’induction, car “étre standard” n’est
pas une propriété interne, mais exprime simplement le fait que ’on ne peut

*«standard” est un adjectif invariable. (NdT)
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pas prouver existence d’un sous-ensemble S de N, tel qu'un entier naturel
n soit dans S si et seulement si n est standard. Il n’est pas contradictoire
d’admettre que :

(3) il existe un entier naturel qui n’est pas standard.
On admettra de plus que, A étant une formule interne ou externe :

(4) si A(0), et si de plus, pour tout entier naturel standard n, A(n) entraine
A(n + 1), alors pour tout entier naturel standard n, A(n).

La proposition précédente porte le nom d’induction erterne. Elle est com-
plémentaire du théoréme d’induction ordinaire, dont nous avons vu qu’il
peut étre mis en défaut lorsqu’on ’applique & des formules externes. Il va de
soi que le théoréme d’induction ordinaire continue d’étre valable pour toute
proposition ordinaire, c’est-a-dire pour toute proposition interne. Rien n’est
remis en question en ce qui concerne les mathématiques classiques. Nous
proposons simplement d’utiliser un langage étendu pour étudier les mémes
objets mathématiques que par le passé.

Le principe d’induction externe nous permet de prouver facilement que
tout entier naturel non standard est supérieur & n’importe quel entier natu-
rel standard (pour un entier naturel non standard m quelconque, examiner
la proposition A(n) : (n < m) ), que la somme de deux entiers naturels
standard est standard (pour un entier naturel standard m quelconque, exa-
miner la proposition A(n) : standard(n + m)), et que le produit de deux
entiers naturels standard est standard (pour un entier naturel standard m
quelconque, examiner la proposition A(n) : standard(nm), en tenant compte
de la propriété précédente relative a 1’addition).

Nous utiliserons parfois le principe suivant, appelé “principe d’extension
généralisé” (voir [5, page 79]). Soit A(n,z) une formule interne ou externe.
Supposons que pour tout entier naturel standard n, il existe z tel que A(n, z).
Alors, évidemment, il existe g tel que A(0, zg), il existe z1 tel que A(1,z1), il
existe zo tel que A(2, z3), et ainsi de suite. Le principe d’extension généralisé
pose que :

(*5) si pour tout entier naturel standard n, il existe z tel que A(n,z), alors
il existe une suite (z),,c v, telle que V¥'n € N, A(n, z,).

Ce principe sera mis en ceuvre, par exemple, lors de la démonstration du
théoréme (6.1). Nous signalerons par un astérisque (*) chaque résultat qui
utilise le principe d’extension généralisé.

11 découle du postulat (2) qu’il n’existe pas de plus petit entier non stan-
dard. Nous pouvons imaginer les entiers naturels comme des points alignés
le long d’un ruban (fig 4.1). On peut se contenter de ne considérer que des
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entiers standard aussi longtemps que n’interviennent que des propositions
internes. Mais N contient aussi bien des éléments standard que des éléments
non standard. Notons que nous ne sommes pas partis de la portion gauche
du ruban, auquel nous aurions adjoint une nouvelle partie droite. Nous avons
plutot considéré le ruban comme achevé, et enrichi notre langage d’un pré-
dicat qui nous permet de distinguer deux portions du ruban.? On peut com-
parer le role de notre nouveau prédicat “standard” au réle de la couleur dans
la télévision : I'image reste la méme, mais nous voyons apparaitre des traits
qui n’étaient pas exprimables en noir et blanc.

0 06000 0 000 00
o 1 2 3

standard non standard

F1G. 4.1 — les entiers naturels

Pendant longtemps, les mathématiciens ont vu l'incomplétude des sys-
témes axiomatiques comme une malchance. On doit au génie d’Abraham
Robinson d’avoir montré, dans les années 60, comment cette incomplétude
pouvait étre bénéfique en ouvrant de nouvelles voies pour simplifier les rai-
sonnements mathématiques.

3Cette notion de “portion de ruban” est un peu particuliére. En particulier, on ne peut
pas construire de frontiére entre les deux portions. (NdT)






Chapitre 5

Infinitésimaux

Nous introduisons dans ce chapitre quelques notions externes utiles dans
le cadre du corps R des nombres réels.

On dit qu'un nombre réel z est infinitésimal s’il existe un entier naturel
non standard v, tel que |z| < % Comme v est supérieur a tout entier naturel
standard, il s’ensuit que si = est infinitésimal il vérifie, pour tout naturel
standard n, |z| < % La proposition inverse est vraie. En effet, si z est nul, il
est infinitésimal par définition. Sinon, soit u le plus petit entier naturel tel que
|| > % L’hypothése entraine que p est non standard, donc v = (u — 1) est
également non standard. De plus, v vérifie |z| < L, et ainsi z est infinitésimal.

On dit qu'un nombre réel x est limité s’il existe un entier naturel stan-
dard n tel que |z| < n. Dans le cas contraire, on dit que z est llimité. On
rencontre parfois I'usage des termes “fini” et “infini”, & la place respective-
ment de “limité” et “illimité”. Cependant, nous préférons éviter cela. En effet,
“fini” et “infini” possédent chacun une signification interne précise. Quel sens
devrions-nous accorder, par exemple, & un énoncé tel que “I'intégrale I est
finie”, si nous adoptions un tel usage?

Lorsqu’un nombre n’est ni infinitésimal, ni illimité, nous dirons qu’il est
appréciable.

z et y étant des nombres réels, nous adoptons les notations suivantes :

e z = y lorsque (z — y) est infinitésimal. On dit alors que z et y sont

réels équivalents ;

o Lorsque z et y ne sont pas équivalents, nous dirons qu’ils sont discer-

nables ;

o <y lorsqu’il existe un nombre infinitésimal o tel que ¢ < y + «

(c’est-a-dire que soit z est inférieur & y, soit x et y sont équivalents).
On dit alors que x est apparemment inférieur ou égal & vy ;
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o z 2 ylorsque y < z. On dit alors que z est apparemment supérieur ou
égal & y;
e x K gy lorsque x < y et que 'on n’a pas £ =~ y. On dit alors que z est
sensiblement plus petit que y;
e > y lorsque y < z. On dit alors que x est sensiblement plus grand
que y;
De plus, lorsque z > 0, on dit que z est sensiblement positif.' La droite
réelle achevée R est obtenue en adjoignant 3 R deux éléments notés —oo et
00, et en étendant la relation d’ordre de R en posant :

Vr € R,—o0 < z < 00.

Nous écrirons :
e« T = 00 lorsque x est positif et illimité;
e TR —00 lorsque —z & 00
z K 00 (ou oo > z) lorsque 'on a pas z = oo
x> —oo (ou —oo K z) lorsque l'on a pas x & —o0;
Ainsi, il est équivalent d’écrire |z| &~ oo ou d’écrire que z est illimité. De
méme, il est équivalent d’écrire |z| < oo ou d’écrire que z est limité.
Tracons un segment de la droite réelle. Alors, quelque soit la précision que

nous pourrons pratiquement apporter & nos mesures, deux points équivalents
de ce segment nous apparaitrons toujours comme égaux (les relations = et
~ sont indiscernables), une valeur apparemment inférieure ou égale & une
autre nous apparaitra comme inférieure ou égale a cette méme autre (les
relations < et < sont indiscernables), et une valeur sensiblement plus petite
qu’une autre nous apparaitra sans hésitation comme une valeur plus petite
que cette autre (les relations > et < sont discernables).

Enoncons quelques propositions qui découlent immédiatement des défi-
nitions que nous venons de donner :

1. (z = 0) si et seulement si z est infinitésimal ;
2. (z=0) <= (Ve >0,|z| <e);

3. les nombres infinitésimaux sont limités ;

!Dans le texte original, on propose “weakly less” pour < et “strongly less” pour <, ce

qui aurait pu étre traduit respectivement par “faiblement inférieur” et “fortement inférieur”.
Cependant, la relation z <y ne garantit pas que z soit vraiment inférieur ou égal a y,
mais plutot “qu’a 'ceil nu” on ne peut nier que z soit inférieur ou égal & y. Autrement
dit, “selon toute apparence”, x < y, et c’est pourquoi je propose plutét d’adopter la
terminologie “apparemment inférieur ou égal”. Le méme type d’argument vaut pour la
proposition “sensiblement inférieur”. (NdT)
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4. pour tout nombre réel non nul z, on a (z ~ 0) si et seulement si
(L est illimité) ;

5. (Jol ~ 00) <= ((2) ~ )

6. si x et y sont limités, il en va de méme pour (z + y), ainsi que pour
(zy);

7. si z et y sont infinitésimaux, il en va de méme pour (x + y) ainsi que
pour (zy) ;

8. ((w~0) et (y| < 00)) = (zy ~ 0);

9. (z <y et (ySo) = (z=y);

10. ((z~y)et (y=z2) = (z = 2);

11. tout entier naturel est standard si et seulement si il est limité;

12. tout entier naturel est non standard si et seulement si il est illimité.

Théoréme 5.1. Sin est un entier naturel standard, alors :

(Vie{l,--- ,n},(zi = y)) = (ZxZ zZyZ>

Démonstration. 11 faut démontrer que >, (z; —y;) = 0. Pour cela, il suffit
de mettre en ceuvre la proposition (7) ci-dessus, au sein du principe d’induc-
tion externe. O

Ce que nous venons de démontrer n’est généralement pas vrai si ’entier
n est illimité. En guise de contre-exemple, il suffit de poser, pour n illimité,
z;=1/nety; =0.

Si z et y sont tous deux non nuls, nous dirons que z et y sont asymp-
totiques dés lors que (z/y = 1). Nous employons la notation (z ~ y) pour
exprimer cette propriété.

Théoréme 5.2. Si = et y sont deur réels appréciables (0 < |z| < 0o et
0 < |y| € o0) alors (z = y) si et seulement si (z ~ y).

Démonstration. Soient z et y deux nombres réels appréciables, et suppo-
sons que z ~ y. Cela implique qu’il existe un réel infinitésimal «, tel que
(z/y =1+ «), donc (z =y + ay). Or, d’aprés la proposition 8, ay est infi-
nitésimal. Ainsi, (z & y). Inversement, supposons que (z = y). Il existe donc
un réel infinitésimal «, tel que (z = y + @), soit (z/y = 1 + a/y. Or, les pro-
positions 5 et 8 nous permettent d’affirmer que a/y est infinitésimal. Ainsi,
(z ~y). O
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Théoréme 5.3. Pour tout entier naturel n (standard ou non), et pour toutes
familles (wi)ie{l,---,n} et (yi)z‘e{l,---,n} de réels strictement positifs (x; > 0 et
y; >0), on a :

n n
(Vie{l,---,n}, (zi ~ ) = (Zﬂvz ~ Z%) :
i=1 i=1
Démonstration. Supposons Vi € {1,--- ,n}, (z; ~ y;). On observe que :
Ve > 0,YVy > 0,(z ~y) <= Ve >0,(l—c)ly<z < (1+¢)y),
par conséquent :
Vi e {15 an}avg > 05(1 - S)yi <z < (1 +€)yi;
et donc
n n n
Q- w<Y zi<(l+e)>
i=1 i=1 i=1
soit
n n
PIEIDMT
i=1 i=1
O

Le théoréme 5.3 ne requiert pas que m soit limité. Ensemble, les théo-
rémes 5.2 et 5.3 expliquent pourquoi les calculs numériques des intégrales
fonctionnent : on ne commet qu’une erreur absolue infinitésimale en effec-
tuant la somme d’un nombre illimité de termes infinitésimaux, si le résultat
de la somme est limité, et si sur chaque terme de la somme on ne commet
qu’une erreur relative infinitésimale.

J’ai souligné que les nouvelles régles de notre théorie ne nous permettent
pas de construire des ensembles définis par des propriétés externes. Dans
de nombreuses situations nous pouvons prouver la non-existence de tels en-
sembles :

Théoréme 5.4. [l n’existe pas d’ensemble A1, Aq, Az, Ay, As définis ainsi :
o (n € Ay) si et seulement si (n € N et n est standard) ;

o (n € Ag) si et seulement si (n € N et n est non standard) ;

o (z € A3) si et seulement si (z € R et x est limité) ;

( ) (

( ) (

x € Ay) si et seulement si (x € R et x est illimité) ;
xz € As) si et seulement si (x € R et = est infinitésimal).
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Démonstration. Si A existait, cela contredirait le théoréme d’induction ;2 si
Ay existait, on pourrait construire A; en posant A; = N\ Ag; si A3 existait,
on pourrait construire Ay en posant Ay = N\ As; si A4 existait, on pourrait
construire Ag en posant As = R\ As; si As existait, on pourrait construire
A4 en posant A4:{zER*:% EA5}. O

Tous ces résultats, qui semblent un peu restrictifs, s’avérent en fait trés
utiles. Par exemple, soit une proposition interne P, telle que P(z) soit vraie
pour tout réel infinitésimal. Alors, nous sommes stirs qu’il existe un réel  non
infinitésimal tel que P(x) soit vraie, sinon on pourrait poser A5 = {z : P(z)}.
Nous appellerons le principe sur lequel repose un tel raisonnement le principe
de Cauchy.®

Soit une suite x1,T9,..., de nombres réels telle que, pour tout indice %
standard, z; soit infinitésimal (z; ~ 0). On désire démontrer ’existence d’un
entier illimité n tel que z, est infinitésimal. Or, comme “étre infinitésimal”
n’est pas une formule interne, nous ne pouvons pas appliquer directement le
principe de Cauchy, comme nous venons de le faire plus haut, pour prouver
I'existence de cet entier. Ce résultat est néanmoins vrai, et il est possible de
le démontrer en remplacant la propriété “x,, ~ 0” par une propriété interne
plus faible, comme nous allons le voir.

Théoréme 5.5 (lemme de Robinson). Soit z1,x2,..., une suite réelle.
Si z; = 0 pour tout indice © limité, alors il existe un indice illimité v tel que
Ty = 0 pour tout entier n inférieur ou égal a v :

(V*'n, 2, = 0) = (v =~ 00,Vn < v, 2y = 0).

Démonstration. Soit I’ensemble S :
1
S=<m:VYn <m,|z,| < —¢.
n

L’ensemble S contient tous les indices standard, donc il contient au moins
un indice illimité v (principe de Cauchy). Soit n < v. Si n est standard,
zn = 0 par hypothése. Sinon, |z,| < % car v est dans S, et x, =~ 0 dans
ce cas également. Nous avons donc trouvé un entier v illimité tel que x,
soit infinitésimal pour tout indice m inférieur ou égal a v, ce qui prouve le
lemme. U

20n applique le principe classique d’induction & la propriété P(n) : n € A1, ce qui
implique A1 = N, et qui est en contradiction avec notre axiome (3). (NdT)
3Sur le principe de Cauchy, voir également [5, page 54]. (NdT)



36 CHAPITRE 5

Nous pourrions étre tenté de construire un contre-exemple, en définissant
la suite x,, par :

o = 0 si n est standard;
"] 1sin=oc.

Mais cette construction est illicite. Une suite est une fonction, et une fonction
est un ensemble (un graphe), que nous devons pouvoir définir sans recours
a des propriétés externes. Ceci qui n’est pas le cas dans notre tentative de
construction du contre-exemple.



Chapitre 6

Analogues externes de notions
internes

Soit T' un sous-ensemble fini de R. Dans tout le livre, nous adopterons
les conventions suivantes :

o Le plus petit élément de T sera noté a, et le plus grand sera noté b;

o On désignera par T' ’ensemble T'\ {b};

e Pour tout élément ¢ de T”, on désignera par (¢ + dt) son successeur

dans T';

« Pour toute fonction £ : T — R, lorsque nous écrirons £(t), il sera

implicite que ¢ appartiendra & T', et on notera d¢(t) = £(t + dt) — £(t) ;

e Si0 <K b—a<K oo, et si chaque dt est infinitésimal, alors on dira que

T est un quasi-intervalle.

La plupart des résultats de I’Analyse sont creux dés lors qu’on les ap-
plique & des fonctions dont le domaine de définition est un ensemble fini.
Aussi, il n’y aura pas de risque de confusion quand nous utiliserons une ter-
minologie classique au sein d’un discours portant sur des notions externes.!
Néanmoins, il s’avére parfois avantageux d’adjoindre un qualificatif tel que
“quasi”, ou “quasiment”, & un terme usuel lorsque celui-ci est utilisé dans une
analogie externe élémentaire.

Posons T' = {1,--- ,v}, oi v est un entier naturel illimité. L’ensemble T’
est un analogue externe élémentaire de N* = N \ {0}. Par analogie avec la
notion de convergence des suites réelles, nous dirons qu’une séquence (suite
finie) de réels (zi);cqy,... ) st (quasiment) convergente s'il existe un réel z
tel que :

Vn <v,(nm o) = (z, = ).

'Ot justement on traitera d’ensembles finis. (NdT)
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On dit également dans ce cas que la suite converge (quasiment) vers z. On
voit de plus que (;);c {1, v} converge quasiment vers y si et seulement si y
est équivalent & = (y = z).

Sur la figure 6.1, lorsque n est illimité, on ne peut pas discerner a “I’ceil nu”
z et x,. Il n’est peut-étre pas évident, lorsque 1’on regarde cette figure, que
la propriété de quasi-convergence corresponde bien & la propriété intuitive
de “s’approcher de plus en plus de z”. Voyons ce qui peut étre dit des valeurs
de z, lorsque n est limité. Soit un réel € > 0, et soit ’entier n. défini comme
étant le plus petit indice tel que :

Vn<v,(n>n.) = (Jz —z,| <¢).

Alors, ne est un entier limité, parce que sinon, on aurait (n. — 1) = oo, et
donc |z — zp__1| < €, ce qui serait contradictoire. La figure 6.2 illustre ce
que nous venons de dire.

Il existe plusieurs maniéres de définir un analogue externe élémentaire
pour une notion interne donnée. Soit T un sous-ensemble de R, et soit une
fonction € : T'— R. Nous dirons que ¢ admet k e-fluctuations lorsqu’il existe
dans 7" une séquence ty < - -+ < ti de réels telle que :

1€ (t1) — & (to)| > &,[E (t2) =& (B1)] 2 &, -+, [€ (8k) — & (Er—1)| 2 €.

Dans ce cas, nous dirons également que les entiers ty < --- < t; sont des
indices de k e-fluctuations. Ce sont 14 des définitions internes. Avec ces dé-
finitions, on peut affirmer qu’une suite infinie de réels est convergente si et
seulement si, quelque soit le réel € > 0, il existe un entier k tel que n’existent
pas (k + 1) e-fluctuations. Cela nous suggére la définition externe suivante :
nous dirons qu’une suite finie ou infinie de réels, ou une fonction réelle de T,
est & fluctuation limitée si, pour tout réel € > 0, cette suite (ou cette fonc-
tion) n’admet pas k e-fluctuations dés lors que k est un entier illimité. La
propriété d’étre a fluctuation limitée est, & l'instar de la quasi-convergence,
un analogue externe de la notion de convergence. Cependant, elle constitue
une propriété plus faible : choisissons en effet un entier illimité 7 < v, et
considérons la suite (z;);c (1, 0} définie ainsi :

Vke{1,---,i},z, = 0;
Vee{i+1,--- ,v},z =1

Cette suite est a fluctuation limitée, mais elle n’est pas quasiment conver-
gente. En revanche, il est facile de se convaincre (voir la figure 6.2) que
lorsqu’une suite finie est quasiment convergente, elle est & fluctuation limi-
tée.
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Fi1G. 6.1 — la quasi-convergence

' 0
[ T+
® o 0 0o o o,
°
)
P - xr— &
°
0
® o o o o * o o o o o o o
o 1 2 3 4 ne v

F1aG. 6.2 — encore la quasi-convergence
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Les notions de quasi-convergence et d’ “étre & fluctuation limitée” pren-
dront toute leur importance lors de notre étude des fluctuations des proces-
sus stochastiques. La quasi-convergence exprime une propriété ordinale de la
convergence (& partir d'un certain point, il n’existe plus de e-fluctuations),
tandis que le fait d’étre a fluctuation limitée exhibe une propriété cardinale
de la convergence (il n’existe qu'un nombre limité de e-fluctuations).

Soit A(n) une propriété interne ou externe. Le principe externe du plus
petit élément stipule que §’il existe un entier naturel standard n, tel que
A(n), alors il existe un plus petit entier naturel m, nécessairement standard,
tel que A(m). Pour prouver cela on peut avoir recours au principe d’induc-
tion externe, de la méme maniére que ’on peut utiliser ’axiome d’induction
classique pour démontrer le principe habituel du plus petit élément.

*Théoréme 6.1. Soit une séquence de réels x = (‘Ti)ie{l,--- v} avecv illimité.
Si cette suite est a fluctuation limitée, alors il existe un entier ilimité p < v
tel que la séquence (ﬂvi)ie{l,---,u} s0it convergente.

Démonstration. Pour tout naturel non nul standard j, I’ensemble des en-
tiers naturels k tels que =z n’admette pas k (%)—ﬂuctuations contient tous
les entiers illimités. Le principe de Cauchy nous permet d’affirmer que cet
ensemble contient au moins un élément standard k. En vertu du principe
externe du plus petit élément, il existe donc un plus petit entier naturel /
inférieur ou égal a k, tel que la suite z n’admette pas ([+1) (%)—ﬂuetuations
d’indices illimités. Si | = 0, posons p; = v. Sinon, soient ng,- -+ ,n; (I +1)
indices illimités de [ (%)—ﬁuctuations. Posons alors p1; = ng. A chaque entier
naturel non nul standard j, on associe ainsi un entier p;. Le principe d’ex-
tension nous permet d’étendre cette association en une suite infinie j — p;
telle que lorsque j est standard, les propriétés de p; par rapport a  soient
conservées. Transformons maintenant la suite (1) en une suite décroissante
(fi;) en posant fi; = inf;<; ;. Pour toute valeur standard de j la valeur de
fij est illimitée, et en appliquant le lemme de Robinson & la suite (1//;), on
voit qu’il existe un entier k illimité tel que fix soit illimité. Notons p = [ig.
Nécessairement, V55 > 0,y < K, ce qui implique la propriété suivante :

. 2
Vn < p, (n = 00) = (V5t7>05|37n—37u| < Jon = 2y | + |2y — 2l 5;)

Autrement dit :
Vn < p, (n =~ 00) = (zp = z,),

ce qui signifie que la suite (z;),c {1, 4} €St convergente. O
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Nous dirons que >, ; x; est (quasiment) convergente (respectivement d
fluctuation limitée) lorsque la séquence des sommes partielles

(yn = Z xz)
=1 ne{l, v}

est quasiment convergente (respectivement a fluctuation limitée). Nous som-
mes conscients de procéder ici & un abus d’écriture, dans la mesure oi, en
toute rigueur, ) ., z; désigne un nombre. On voit que lorsque > . ;
converge, elle converge vers sa somme s = ».._, z; (et vers toute valeur
y équivalente a s). On voit également que ), ; z; converge si et seulement
si chaque reste r, = E;/:n x; est infinitésimal lorsque n < v est illimité.

Les implications suivantes sont vraies, mais leurs inverses sont fausses en

général :
> iet |il N Die1 Ti
converge converge
4 Y
14 14
> izt |l D i1 Ti
O |zl € 00) = est a fluctuations = | est a fluctuations
limitées limitées

Si la séquence (z;);c (1, 0} vérifie Vi, |z;| < oo, alors elle vérifie égale-
ment la propriété :

v

14
Z |z;| converge —> Z |z;| < 0.

En effet si ) ;_; |z converge, ensemble {n > 0:37 . |z < 1} contient
au moins un entier standard k, ce qui nous fournit 'inégalité suivante, dont
le terme de gauche est limité :

v
i 1+k i) -
> il < 1+ kg ()

SiVie{l,---,v},|zi| € 0o, l’équivalence suivante est facilement véri-
fiee :

v v
Z |z;| est a fluctuation limitée < Z |z;| < oo.
i=1 i=1
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En effet, construisons une séquence d’entier pu, en posant u; = 1, et pour
n>1:

plus petit nombre supérieur & pun,, tel que ZZ:TI |z;| > 1.
Dans ce cas, Zerrll |z;| est limité, du fait que
Vi € {1a ,I/},|$1| < o0;

vsidy il <L

Hn+1 =

Si la série est & fluctuation limitée, on ne peut construire qu’un nombre limité
k d’entiers pup, et ona Y., |z;| < k(1 + max|z;|) < co.

Soit une fonction & : T'— R. Pour tout élément ¢ de T, nous dirons que
€ est (quasiment) continue® en t lorsque :

Vu € T, (t = u) = (£(t) = € (u)),

et nous dirons que ¢ est (quasiment) continue sur T si elle est quasiment
continue en chaque point de 7. Par exemple, si T' est un quasi-intervalle tel
que a > 0, la fonction & : ¢ — 1/t est continue en ¢ si et seulement si ¢ > 0,
donc elle est continue sur 7' si et seulement si a > 0.

Soit une fonction ¢ quasiment continue en ¢, et soit € > 0. Définissons
I’ensemble A; ainsi :

Ar={0>0:VseT,(]s—t| <8 = (I£(s) — @) <))

Cet ensemble contient tous les réels positifs infinitésimaux, il contient donc
au moins un élément non infinitésimal 7 d’apreés le principe de Cauchy. Nous
avons donc 1’équivalence :

(€ est quasiment continue en )
<~
(Ve>0,In>0,VseT,(|s—t| <n) = (JE(s) =& (t)| < ¢©)).

Supposons maintenant que ¢ soit quasiment continue sur 7'. Pour chaque
élément t de T, définissons le réel §; comme étant le plus grand élément
de A; dont l'inverse est un entier®. Alors d; > 0, car A; est un intervalle

2ou S-continue, voir [5, page 93]. (NdT)

3Cette construction est justifiée pour bien construire ’ensemble au sein duquel on va
calculer min (d;). En effet, on ne peut pas définir simplement d; par la relation §; = sup Ay,
car on n’aurait pas forcément J; € A, et on ne peut pas non plus dire simplement
“choisissons un élément appréciable ; au sein de chaque A;”, car de la sorte on formerait
illégalement ’ensemble {d:}. (NdT)
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qui contient des éléments appréciables strictement positifs. Soit 7 le réel
strictement positif défini par :

n = min(&).

Le réel n est appréciable car, T' étant fini, n € {d;,¢t € T'}. Nous avons donc :

(€ est quasiment continue sur 7T')
<~
(Ve > 0,30 > 0,¥(5,8) € T2, (js — 1] < 1) = (1€ (5) — € (9] < =),

On voit par 14 que la quasi-continuité en ¢ est un analogue externe élémentaire
de la continuité classique en £, et que la quasi-continuité sur 7" est un analogue
externe élémentaire de la continuité uniforme classique sur 7.

Présentons maintenant quelques illustrations simples et utiles des con-
cepts précédents. Le principe d’induction externe nous permet d’affirmer
que le réel e™ est limité pour tout entier n standard. Il s’ensuit que Vi < oo,
e! < co. Le théoréme de la moyenne exprime la propriété que pour toute
valeur de h, il existe un réel ¢’ compris entre ¢ et t+h, tel que et = et + het'.
Ainsi, si t < oo et si h & 0, il vient que et ~ e’, donc que la fonction
exponentielle est quasiment continue sur T' dés lors que b < oco. De la méme
maniére, on a :

log (t + h) = log (t) + g,
donc dés que h = 0 et que ¢t > 0, log (¢t + h) =~ log (¢). La fonction logarithme
est donc quasiment continue sur 7" si a > 0.

Posons |t| < oo et n = oo. Il vient alors :

w(rea) o) (12

avec t' compris entre 0 et ¢. Donc, sous ces conditions, (1 + ) . La
séquence (z, = (1+ 1)") ou [t| € oo et v = oo, converge donc

vers et.

La série de Taylor avec reste de Lagrange nous donne :

ne{l,- v}’

Y in tu—}-l

t !
t v t
=D it oo

ou l'on voit facilement que le reste est infinitésimal lorsque % est limité, et

e11e e, . .. L. n
que v est illimité. Ainsi, dans ces conditions, la série Y, L converge-t-elle

vers et .
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Pour une fonction £ : T' — R, nous définissons la variation, ou variation
totale, comme étant la valeur ), v |d (t)|. Lorsque cette valeur est limi-
tée, nous dirons que £ est & wvariation limitée. Nous avons 14 un analogue
externe élémentaire de la notion de fonction & variation bornée. Nous dirons
de plus que ¢ est absolument continue si pour tout sous-ensemble S de T",
on a (M,egdt=0) = (3 ,cq/dE (t)] = 0). 11 est évident qu’une fonction
absolument continue est continue.

Théoréme 6.2. Soit T' un quasi-intervalle. Si £ est absolument continue,
alors & est a variation limitée.

Démonstration. Supposons que £ soit absolument continue, et considérons
I’ensemble de tous les réels strictement positifs 4, tels que :

vscT, (Zdt < 5) — <Z|d§(t)| < 1) :

tesS tesS

Comme cet ensemble contient tous les réels strictement positifs infinitési-
maux, il contient au moins un réel appréciable 5. On peut alors couper le
quasi-intervalle T" en n = [b_T“] + 1 parties S adjacentes (le plus grand

élément d’une partie S correspond au plus petit élément de la partie S sui-
vante), telles que D ,cgdt < n. Alors, > ,cqv |[d€ ()] < n < oo. La fonction
¢ est donc & variation limitée. O



Chapitre 7

Propriétés vraies presque
partout

Les espaces probabilisés finis interviennent habituellement dans les tra-
vaux portant sur des problémes combinatoires. Néanmoins, nous souhaitons
en faire le support des discussions touchant aux théorémes limites classiques
de la théorie des probabilités, ainsi qu’aux notions clés de la théorie moderne
des processus stochastiques. Le principal concept externe qui nous permet-
tra d’aboutir & ce résultat est le suivant : considérons un espace probabilisé
fini (2, pr), ainsi qu’une proposition interne ou externe A(w). Nous dirons
que la propriété A est vraie presque partout (pp), ou presque sirement (ps)
lorsque, pour tout nombre réel positif appréciable ¢, il existe un événement
N tel que Pr(N) < e, et tel que la propriété A est vraie pour tout élément
du complémentaire de N :

(ps: A) <L (Ve > 0,IN C Q, (Pr(N) <e) et (Yw € N, A(w))).

Lorsque A est une proposition interne, alors nous pouvons construire l’en-
semble {A} des éléments pour lesquels A est vraie : {A} = {w € Q: A(w)}.
Dans ce cas, A est vraie presque partout si et seulement si la probabilité de
{A} est équivalente a 1 :

(ps: A) < (Pr({A}) = 1).

Cependant, certaines des propositions les plus intéressantes dont nous allons
discuter seront externes, aussi devrons-nous avoir recours a la premiére for-
mulation plutdt qu’a la seconde, afin d’éviter de procéder a des formations
illégales d’ensembles.

45
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Mais, que la proposition A soit externe ou interne, ’idée intuitive que
nous associons a la propriété d’étre “vrai presque partout” est celle de quasi-
certitude : quel que soit le seuil petit mais appréciable ¢ (par exemple,
e = 107109) il existe un événement N de probabilité inférieure & e, tel que
A soit toujours vraie, & ’exception éventuelle de certains points, qui alors
appartiendront nécessairement a N.

Théoréme 7.1. Soit © une wvariable aléatoire. Alors les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

1. z = 0 presque sirement (ce que l’on note également x~0) ;
ps

2.YA>0,Pr{|z| > A} =0;
3. IA=0,Pr{|z| > A} =0.

Démonstration. Supposons 1. Soit A > 0, et soit € un réel appréciable. I1
existe un événement N, de probabilité inférieure a € tel que Yw € N¢, z(w) = 0.
Alors, {w € Q: |z (w)] > A} C N, ce qui implique Pr{|z| > \} < e. Ceci,
étant vrai pour tout € appréciable indépendamment de A, prouve que 1=-2.
Supposons maintenant 2. L’ensemble des réels positifs A tels que

Pr{|z| >} <A

contient tous les réels sensiblement positifs (tels que A > 0). En vertu du
principe de Cauchy, il contient également un réel positif infinitésimal u, qui
vérifie donc Pr{|z| > u} ~ 0. Ainsi 2=3. Enfin, I'implication 3=-1 est évi-
dente : il suffit de prendre systématiquement N, = {w € Q : |z (w)| > p}. O

Aussi longtemps, que nous n’avons & considérer qu’une seule variable
aléatoire x, nous pouvons sereinement admettre, d’un point de vue pratique,
que z est uniformément nulle dés lors que z est infinitésimale presque par-
tout. La probabilité dans ce cas d’étre sensible & un écart de = par rapport a la
valeur nulle est en effet inférieure 3 10719°.! Cependant, les choses changent
du tout au tout dés que I'on a & prendre en compte simultanément un nombre
illimité de variables aléatoires z1,--- ,x,, chacune étant presque stirement
infinitésimale. Par exemple, divisons la durée d’une journée en v intervalles
d’égales largeurs, oll v est un entier illimité. Imaginons une machine dont
la probabilité de panne, lorsque l'on est dans l'un de ces intervalles, vaut
P, = (probabilité de panne dans l'intervalle n) = ¢/v, avec 0 € ¢ < 0.
Si nous notons z, la variable aléatoire qui est la fonction indicatrice de
I’événement “apparition d’'une panne dans l'intervalle n”, alors nous avons

'Ou & tout nombre que 'on pourrait écrire. (NdT)
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Vn € {1,--- ,v},z, =0, c’est-a-dire que pour chaque indice n, la variable z,,
ps

est presque stirement infinitésimale. En fait, nous avons méme plus que cela :
pour chaque indice n, la variable z,, est presque stirement nulle. Maintenant,
si ’apparition d’une panne dans la journée engendre une catastrophe, la va-
riable aléatoire que nous préférerions considérer est T = max;c(y ... ,} (z4),
qui est la variable indicatrice d’un désastre provoqué durant la journée par
une panne. Sous I'’hypothése d’indépendance des événements de panne, la
probabilité qu’aucune catastrophe ne survienne durant une journée a pour
valeur :
c\V _
Pr< max (z;)=0 :<1——) rRe ‘1.
ie{l, v} v

Soit une séquence illimitée z1,--- ,z, de variables aléatoires. Nous dirons
que ("I’.i)?e{l,---,u} converge (qu'aszment et)' en pfobabzlzte - ou (quas‘M_neT_Lt et)
stochastiquement - vers la variable aléatoire x si, pour tout indice illimité n,
on a presque srement = = z, :

(m,?m) & (Vz'e{l,--- W}, (i~ oo) = (a:z;fb;x)>

Comme notre précédent exemple le montre, la convergence en probabilité
n’est pas une propriété trés forte. Plus intéressante est la question de savoir
si la séquence (%;);c(y,... ,4 converge (quasiment et) presque sirement vers
z:

(wz—m;) g(ps:Vz'E{l,--- (1 o0) = (2 = x)).
ps

Pour la convergence en probabilité, I’ensemble N, ou devront étre confinés
les points exceptionnels, peut varier selon l'indice de la variable aléatoire.
Pour la convergence presque siire, en revanche, ceci n’est plus permis.

Théoréme 7.2. Une séquence de variables aléatoires (aci)ie{l o} converge
presque stirement vers 0 si et seulement si :

VYA>0,Vn < v, (n = o0) = (Pr{ max }|a:z| > )\} ~ 0) . (7.1)

iE{n,---,

Démonstration. Posons

M (n, ) = {wEQ: . {max }|mz(w)| ZA}.
i€{n, v

Supposons d’abord que la séquence (z;),c {1, »} converge presque stirement
vers 0. Soient A > 0 et ¢ > 0. Alors, il existe un événement N tel que
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Pr(N) < e, et tel que, a 'extérieur de N, la séquence converge. Alors, si n
est illimité, M (n,A) C N, et Pr (M (n,\)) < e. Cela étant vrai pour tout
positif appréciable, on en conclut :

VA > 0,Vn = oo, Pr (M (n,\)) = 0.

Inversement, supposons que YA > 0,VYn = oo, Pr (M (n,A)) = 0. Soit € > 0,
et pour tout entier naturel non nul j, définissons ’entier nj comme étant le
plus petit indice vérifiant :

e (o (s5.1)) < 5.
J 27

Soit N, ’ensemble défini ainsi :
> 1
N, = M ’n,s —.> .
=U (5.3

De maniére évidente, Pr (N;) < e. On peut remarquer, bien que cela n’ait

pas d’importance dans la suite de la démonstration, que dés que j devient

suffisamment grand, M (nj, %) est vide. Cela est simplement di au fait que
I’ensemble €2 est fini. Remarquons également, et ceci sera utile dans la suite,

que lorsque j est limité, il en va de méme pour n;: . En effet, on aurait sinon

nj —1 = oo et comme 1/ > 0, Pr (M (nj -1, %)) serait infinitésimal,

par hypothése, donc inférieur & £/27, ce qui serait en contradiction avec la
définition de nj. Il vient donc :

1
Vi < o0,Vw € N§, (Vn <v,(n=o0)=> (|$n (w)] < ;)> )

d’ou 'on tire :
Yw e NE, (Vn < v, (n = o0) = (2, (w) =0)).

Comme Pr (N.) < e pour tout réel € appréciable, cela démontre que la sé-
quence (z;);c {1,-,v} converge presque stirement vers 0. O

Le théoréme 7.2 admet le corollaire suivant :

Corollaire. Soit £ un processus stochastique indexé par un sous-ensemble
fini de R, T. Soit t un point de T'. Alors, & est presque sidirement continu en
t si et seulement si :

V/\>>O,thO,Pr{I£1£‘;|u<ch(|§(s) —£(1)]) 2/\} ~ 0. (7.2)
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Démonstration. Soit v = 0o, construisons la séquence (‘TZ)ZE (1} de va-
bl bl
riables aléatoires comme suit :

V€ {L,--- v}, 20 = max (|E(s)—£()).

|s—t|<l

Alors, £ est continu en ¢ si et seulement si (z;);c {1, v} converge vers 0, et
I’expression 7.1 devient équivalente, dans le contexte présent, & I’expression
7.2. O

Théoréme 7.3 (Borel-Cantelli, version ordinale). Soit (41,---,A4,)
une séquence d’événements (v = 0c), et définissons sur ) une fonction k
telle que k (w) désigne le plus grand indice k vérifiant w € Ay. Lorsque w
n’appartient & aucun sous-ensemble parmi (A1,---,A,), on conviendra que
k(w) = 0. Plus formellement :

E:Q—{0,---,v}

Yw e Q,¥Vn € {1,--- ,1/}{ E

n > k(w)
n=k(w)

4 ¥
©
"
PN
2

Alors :
1. 51y, | Pr(Ay) converge, alors k est limitée presque partout;

2. lorsque les événements Aq,--- , A, sont indépendants, alors

Yon_1 Pr(Ay) converge si et seulement si k est limitée presque partout.

Démonstration. Commencons par la premiére assertion. Supposons donc que
Yoy Pr(Ay) converge, et soit € > 0. Définissons j comme étant le plus
petit indice tel que Pr UZ:]- A, < €. Alors, j est nécessairement limité, car
sinon j —1 serait illimité, et on aurait Pr U;:j_l A, < ZZ:]-_I Pr(A,) =0,
en contradiction avec la définition de j. Alors, pour tout élément w de

c
(U;: j An) la valeur k(w) est limitée (par construction, elle est strictement
inférieure a 7). Ceci prouve que k(w) est presque partout limitée.

En ce qui concerne la deuxiéme assertion, supposons l'indépendance des
événements Ai1,--- , A, et que k soit limitée presque partout. La convexité

de la fonction ¢ — e~ | quel que soit A, nous permet d’écrire
VAER,(1-)) <e

Le graphe d’une fonction convexe est en effet partout situé au-dessus de
chacune de ses tangentes. On a ainsi, pour tout 4 :

Pr() A =[] Q- Pr(4n)) < e Zn=iPrdn),
n=t

n=t
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Par hypothése (k est limitée presque partout), lorsque 7 est illimité,

Pr() 4 ~1,

n=t¢

donc Y, _, Pr (Ay) = 0, ce qui prouve la convergence de la série. Ce résultat,
joint & la premiére assertion, nous permet de conclure. O

Théoréme 7.4 (Borel-Cantelli, version cardinale). Soit (A4,...,4,)
une séquence d’événements (v = o0), et définissons sur Q une fonction K
telle que K (w) désigne le nombre d’indices n tels que w € A,,. Alors :

1. siy,, | Pr(Ay) < oo, alors K est limitée presque partout;

2. si les événements Aq,--- , A, sont indépendants, >, _, Pr(A,) < oo
si et seulement si K est limitée presque partout. En fait, nous avons

Yon—1 Pr(Ayp) = oo si et seulement si K est illimité presque partout.

Démonstration. Remarquons avant tout que EK = ), Pr(Ay). Pour
la premiére assertion, supposons que y, _; Pr(A4,) < oco. L’inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, appliquée avec ’exposant p = 1, nous donne

EK

Mais comme par hypotheése EK < 00, il est possible, pour tout réel € > 0,
de trouver un réel A > 0 tel que EK/X < e. Ainsi, K < A < oo, sauf pour
un événement de probabilité inférieure ou égale & €. Donc K est presque
partout limitée.

Pour prouver la deuxiéme assertion, il suffit de montrer que lorsque les
événements Aq,---, A, sont indépendants, le fait que FK soit illimité en-
traine que K soit illimité presque partout. Si nous appliquons l'inégalité de
Bienaymeé-Tchebychev avec ’exposant p = 2, on voit que

var (K)

Or, du fait de I’hypothése d’indépendance des événements, nous avons :
14 14
var (K) = Zvar (xn) < ZEfo = FEK,
n=1 n=1

donc EK
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Si nous choisissons A = %, et que nous supposons que FK est illimité, nous
obtenons la relation Pr {|K — EK| > %} ~ 0, ce qui veut dire qu’a l’excep-
tion d’un événement de probabilité infinitésimale, nous aurons |K — EK| <

EK/2. Ainsi, presque partout, K = oco. O

Lorsque les événements Aq,--- , A, sont indépendants, alors soit K est
limitée presque partout, soit K est illimitée presque partout. Cette propriété
n’est pas vraie pour la fonction k£ de la version ordinale du théoréme. Par
exemple, posons A, = () pour tout indice m, sauf pour un indice 7 illimité,
pour lequel nous construisons un événement A; de probabilité 1/2. Alors, ces
événements sont indépendants, mais Pr {k =0} = 1/2, et Pr{k =i} =1/2.
Dans cette construction, Y Pr (A,) est limitée, mais pas convergente.

Lorsqu’'une série de probabilités converge, alors elle converge vers une
valeur limitée, du fait que chacun de ses termes est limité. De plus, lorsque
k est limité, alors K est limité également. Ceci montre que I’hypothése et la
conclusion de ’assertion 1) sont toutes deux plus fortes dans la version ordi-
nale que dans la version cardinale du théoréme de Borel-Cantelli. Le langage
des mathématiques conventionnelles ne permet pas de faire la distinction
entre une version ordinale et une version cardinale : si nous nous donnons
une suite infinie (A;);c d’événements, alors affirmer qu’il ne survient qu'un
nombre fini d’événements est équivalent & affirmer qu’a partir d'un certain
indice, plus aucun événement ne survient. Cependant, la distinction est inté-
ressante. L’exposé précédent montre bien que pour estimer K, il suffit d’avoir
un majorant de Y Pr(A,), alors que pour estimer k, il nous faut procéder
en faisant intervenir la petitesse éventuelle des restes de la série ) Pr (4,).
Dans le cas de notre exemple précédent, qui mettait en scéne I’occurrence de
pannes catastrophiques, on ne peut pas dire que k soit presque partout limi-
tée (une panne est possible n’importe quand). En revanche, on peut au moins
se consoler en constatant que, presque stirement, le nombre de catastrophes
observées lors d’une journée est, quant a lui, limité.






Chapitre 8

Variables aléatoires !

Pour une v.a.r. x, et une constante réelle a, nous définissons la variable
aléatoire trongquée z(® de la maniére suivante :

a) de
z(®) :fwx{\z\sa}'

Ainsi, cette variable est définie par les propriétés :

ooy oW si(ew)]<a)
Y € 9,5 () = {0 s (ow)] > 0)

Par définition, nous dirons que z est une variable aléatoire L' lorsqu’elle

vérifie :
=~ O) .

Du fait que E‘a: - z(a)‘ = Z|)\|>a Aprz(A), il vient que = est L' si et seule-

Va>0,(azoo):>(E‘$_w(a)

ment si la séquence (Z|/\|<n)\prz()\)) , avec v > ||z
> ne{l,...,y}

(ou, de maniére plus concise, si et seulement si ) Apr(A) converge). Par
conséquent, si z est L', alors E|z| < oo. La proposition inverse n’est
pas forcément vérifiée. Ainsi, supposons ’existence d’un point wg tel que
pr (wo) = 0, et définissons la variable aléatoire z telle que

> Converge

_ X{wo}(w)
=) = prwo)

Alors, on a bien F|z| < oo, mais z n’est pas L. En effet, pour a = oo, tel
que a < 1/pr(wp), on a E |ac - x(a)| =1, soit E ‘m — x(a)‘ > 0.
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Théoréme 8.1 (Radon-Nikodym). Une v.a.r. z est L' si et seulement
LT

FE|z| € oo,

et

pour tout événement M de probabilité infinitésimale (Pr (M) ~0),0on a
E (lz| xa) = 0.

Démonstration. Soit x une v.a.r. L'. Nous savons déja que E |z| < oo. Soit
M un événement de probabilité infinitésimale, et un réel g illimité et tel que
a X Pr (M) =~ 0. On peut par exemple choisir a = 1/4/Pr (M). Alors nous
avons :

B(jalxar) < B[

XM) + E(‘x —z(® XM)

)zO.

Inversement, supposons que E|z| < oo, et que pour tout événement M de
probabilité infinitésimale, E(|z|xar) = 0. Soit a = oo quelconque, et

< aPr(M)+ E(‘x — (@

M={weQ:|z(w)| > a}.

Alors, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, avec 'exposant p = 1, nous dit
que Pr(M) < E(|z|)/a, soit Pr(M) = 0. Donc en vertu de nos hypothéses
E(|z|xa) = 0, ce que 'on peut également écrire E|w — :v(“)| ~ 0. Ainsi = est
L. O

De ce qui précéde, nous pouvons déduire les assertions suivantes :
e sizetysont L, la variable  +y est L' ;

e sizest L', et siy est telle que |y| < |z|, y est L!;

o sizest L, et si |yl < oo, zy est L1

Théoréme 8.2 (Lebesgue). Six ety sont des variables aléatoires L' telles
que Ty, alors Ex ~ Evy.
ps

Démonstration. Soit z = x — y. Alors z =0, ce qui implique, d’aprés le théo-
ps

réme 7.1, qu’il existe un réel infinitésimal a tel que Pr{|z| > a} = 0. Or
E|z| < a+ E(|z|x{z|>a}). Comme z est L', I'application du théoréme 8.1
nous dit que E(|z|x{‘z‘2a}) ~ 0. Ainsi, E|z| = E|z —y| = 0et Ex =~ Ey. O
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Pour tout réel p € |1, 00, nous dirons qu’une v.a.r. z est L si la v.a.r.
|z|P est L. Nous dirons de plus que z est L* si ||z||, < 0o. Si z est LP
et que y est L7, oi p et g sont conjugués (1/p+1/qg =1) alors I'inégalité
suivante déja mise en ceuvre dans le premier chapitre :

1 1
lzy| < —|z[” 4+ =|y|?
p q

montre que zy est L'. De plus, si z est LP avec p > 1, alors = est L!. En
effet, soit a un réel illimité. Nous avons :

S W) < 3 2 pn ) <

[A>a [Al>a

E(|z|") ~ 0,

d’ou le résultat.

Théoréme 8.3. Soit A une algébre de variables aléatoires, et soit x une
v.a.r. LP, o p € [1,00]. Alors Eaz est une variable LP.

Démonstration. Si p = 0o, le résultat est évident :

|Eaz|,, = max |E4z| < max E 4|z < max |z| = |||, < oo.
Si 1 <p< oo, l'inégalité de Jensen relativisée donne |Eaz|P < E4(|z[P),
aussi suffit-il de montrer le théoréme pour p = 1.

Supposons donc que z soit L'. Nous avons déja : EE4|z| = E|z| < oco.
Soit maintenant un événement M de probabilité infinitésimale. Posons

Nous avons a > 0, et :

B(|Bawlxn) < B(|Baz® |xar) + B(|Ba(o =) bxur)

)=

ce qui prouve que E 4z est L', d’aprés le théoréme 8.1. O

< aPr(M) +E(‘x — (@

Théoréme 8.4. Soit A une algébre de variables aléatoires, et x une variable
aléatoire L'. Alors x est L' sur presque tous les atomes de A.
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Démonstration. Soit un réel € > 0. Pour tout entier naturel non nul n, dé-
finissons a, comme étant le plus petit entier naturel tel que :

>l}§i

n n

Priﬁt{EA‘w — glan)

(reportez-vous au chapitre 2 pour un rappel de la définition de Pr'y).
Au préalable notons que si n < oo, on a a, < co. En effet,

)

est une variable aléatoire sur l'espace at(.A), dont l'espérance vaut :

) = E(‘w —z(® )

Donc I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev se traduit immédiatement en l'in-

égalité suivante :
1
)21 <up(fe o)
n

et E A(‘a: — zla) ‘) est infinitésimal (donc inférieur & £/2" si n < o0) dés que
a est illimité. Le principe de Cauchy permet de conclure cette propriété
préliminaire.

Soit M ’ensemble défini ainsi :

E’A(‘x — (@

EQEAQx — (@

PrfA{EA(‘x — z(®

M = {a €at(A):3In € N,EA(‘x — glon)

On a Pr'y(M) < e. De plus, tous les atomes qui n’appartiennent pas a M
vérifient la propriété suivante :
1
)<a
n

de par le fait que si a est illimité, a > a, pour tout n limité. Ceci montre
que sur tous les atomes qui ne sont pas dans M z est L'. Comme € > 0 est
arbitraire, nous pouvons conclure la démonstration. O

Va =~ oo,Vn < oo,EA(‘x — 7@

Inversement, supposons que z soit L' sur tous les atomes de A. Si a
est un réel illimité, alors E A(‘a: — z(@) D ~ 0 sur tous les atomes de A, donc
E(|w — :1:(“)|) ~ 0. Ce qui montre que si z est L' sur tous les atomes de A,
z est L'. On ne peut pas affirmer plus en général, car il est toujours possible
de modifier une variable aléatoire en un point de probabilité infinitésimale
pour obtenir une variable qui n’est plus L'.

Du théoréme 8.4, tirons le corollaire suivant :
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Corollaire (Fubini). Siz est L' sur (Q1 x Qq,pr1 X pra), alors la variable
aléatoire x,, définie sur (Qo,pra) de la maniére suivante :

Ty (w2) = z(w1, w2)

est L' pour presque tous les points wy de Q.






Chapitre 9

Décomposition des processus
stochastiques

Nous entrons maintenant dans 1’étude des processus stochastiques in-
dexés par un sous-ensemble fini de R, T'. Nous ferons usage des notations
générales introduites au début du chapitre 6. Les deux situations typiques
dans lesquelles nous nous placerons seront celle ou 7' = {1,--- ,v}, v étant
un entier naturel illimité, et celle ot T' est un quasi-intervalle de R. Ainsi,
bien que nous imposions & 7' d’étre un ensemble fini, nous étudierons aussi
bien les suites “infinies” de variables aléatoires que les processus a temps
“continu”.

Soit @ : ¢t — ®; une fonction croissante de T' dans I’ensemble de toutes
les algebres de variables aléatoires sur (£2,pr). Nous appellerons une telle
application une filtration. Afin de ne pas alourdir le texte, il sera convenu
d’écrire Ey pour désigner Eg,. Un ®-processus, ou un processus adapté a
@, est un processus stochastique ¢ indexé par T, tel que Vt € T,&(t) € @;.1
Pour un tel processus dés lors que s < ¢, £(s) € @4 du fait que &, C &;. Tout
processus stochastique ¢ indexé par T est un ®-processus si 'on définit @,
comme la sous-algébre engendrée par les variables aléatoires {{(s) : s < t}.
Cependant, on a intérét 4 admettre que ®; puisse étre une algébre plus
large. L’algébre ®; représente le passé & 'instant #,2 et si y est une variable
aléatoire, Fyy est la meilleure estimation de y qui puisse étre proposée, étant
donné le passé.

'Clest-a-dire £ € [],c ®¢. (NAT)

2Cest un modéle de l'information qui a pu étre recueillie lors des instants passés et
présent, de provenances endogénes et exogénes. Lorsque les algébres ®; sont simplement
les algébres engendrées par les variables {£(s) : s < t}, la seule source d’information est
endogéne. (NdT)
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Un ®-processus ¢ est une martingale lorsque :
V(s,t) € T% (s < t) = (£(s) = Es£(1)),
& est une sousmartingale lorsque :

V(s,t) € T? (s < t) = (£(s) < B(1)),

et & est une surmartingale lorsque :
V(s,t) € T? (s < t) = ((s) > EaL(t)).

Ainsi, dans le cas trivial ou € ne contient qu’un élément, une martingale est
simplement une fonction constante de 7' dans R, une sousmartingale est une
fonction croissante, et une surmartingale une fonction décroissante.

Si € est une martingale, alors Vt € T',£(t) = E;£(b). Inversement, si nous
nous donnons une filtration ® et une variable aléatoire quelconque z, le
processus ¢ défini par £(t) = Ejx est une martingale.

Soit & un ®-processus. Nous définissons les processus stochastiques (in-
dexés par T') D¢, €, et Ug de la maniére suivante :

DE(t)dt = Eydé(t);
dé(t) = DE(t)dt+ di(t);
o2ty dt = Et(dé(t)z).

DE(t) dt et Jg(t) dt sont respectivement l’espérance conditionnelle et la va-
riance conditionnelle de ’accroissement dé du processus &. Les processus DE
et 02 sont des ®-processus, en revanche ni d¢ ni d€ n’en sont en général.

On voit que D¢ = 0 lorsque & est une martingale, que D& > 0 lorsque &
est une sousmartingale, et que D¢ < 0 lorsque ¢ est une surmartingale. Il va
de soi qu’en général DE n’est pas forcément de signe constant lorsque ¢ ou w
varient. Nous allons montrer que ces conditions sont tout aussi nécessaires
que suffisantes. Nous pouvons écrire :

V(s,t) €T% (s <t)= | £(t) =€&(s)+ > DE(r)dr+ Y dé(r)

s<r<t s<r<t
(9.1)
Maintenant, notons que Vr € T, E, d¢(r) = 0. Du fait que

(s <r)= (25 C9y),
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il vient que (s <r) = (Es = E;E;). Cela nous permet d’écrire :

V(s,t) €T?, (s <t) = | B(t) =&(s) + Bs [ > Dé(r)dr | |. (92)

s<r<t

Nous pouvons donc conclure que :

o & est une martingale si et seulement si D& = 0;

o ¢ est une sousmartingale si et seulement si D¢ > 0

e £ est une surmartingale si et seulement si D¢ < 0.

Le processus D¢ s’appelle la tendance de &, et lorsque dé = 0 nous dirons
que ¢ est un processus prédictible. Le processus £ est donc prédictible si et
seulement si ag = 0, ou de maniére équivalente, si et seulement si d¢ est un
®-processus.

Posons &(t) = Y s<t DE(s) ds, en convenant que £(a) = 0. Le processus &
qui est tel que d€ (t) = DE(t) dt est adapté a @, de sorte que £ est un processus
prédictible. Nous appellerons ce processus le processus prédictible associé a
¢. 11 est visible que dés que ®; est connu, d€(t) est parfaitement déterminé :
on connait l’accroissement immédiatement & venir de é . En revanche, pour
connaitre 'accroissement suivant, il faudrait se donner ®(;y 4s), ce qui n’est
pas généralement possible lorsque 1’on est & l'instant £, la connaissance de
®, et de dé(t) n’étant pas toujours suffisante.’

Posons £(t) = &(a) + Y osct dé(s). Alors, € est un processus adapté & ®
dont les accroissements successifs, ainsi que les notations le suggérent, sont les
variables d€(t). Le processus ¢ est de plus une martingale (car D€ = 0), que
nous appellerons martingale associée o €. Si & est lui-méme une martingale,
alors é =¢.

Nous pouvons décomposer n’importe quel ®-processus sous la forme d’un
processus prédictible plus une martingale de la maniére suivante :

E=E+¢,

et cette décomposition est unique si I'on impose &(a) = 0 (contrainte de
normalisation).

Si les variables dé(t) sont indépendantes entre elles, et si la filtration
® est engendrée par le processus ¢ (chaque ®; est engendrée par la fa-
mille des variables £(s), s < t), alors DE(t)dt = Ey dé(t) = E dé(t). Par conseé-
quent, lorsque les variables d¢(t) sont indépendantes entre elles et de moyenne

30n retrouve 14 I'idée d’information exogéne. (NdT)
“Et indépendantes de la variable £(a). (NdT)
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nulle, le processus ¢ défini par la relation £(t) = ), ., d€(s) est une martin-
gale. Pour définir un tel processus (& ’équivalence pres), il suffit de préciser
les lois de probabilité de chaque incrément d¢(t). Voici deux exemples.

Le premier exemple fournit un type de processus que 1’on appelle une
marche aléatoire de Wiener :

dé(t) = Vdt avec une probabilité de %;
~ | —Vdt avec une probabilité de 3.

Le second exemple fournit un type de processus que I’on appelle une marche
aléatoire de Poisson : en supposant que pour tout ¢t de T', dt < 1, on pose

1 avec une probabilité de %;
dé(t) = 0 avec une probabilité de 1 — dt;
—1 avec une probabilité de %.

Soit une martingale €. Si 1 < 79, alors dé(r1) € ®r,. Comme E;, est un opé-
rateur ®,, -linéaire, F,, d¢(r1) d&(rq) = d€(r1)Ey, dé(r2) = 0. Mais puisque
pour tout indice s < ry on a Ey = EgFE,,, il vient :

((r1 # r2) et (s <max{ri,ra})) = (Esd&(r1)dé(re) = 0).

De plus, lorsque s <t on a {(t) —&(s) = Y _,<,; dé(r). On obtient donc

Pegalité E, ((g(t) . f(s))z) = B, Yy 0l(r) dr.

En passant & 1’espérance absolue dans les égalités précédentes, on voit que
'ensemble des accroissements successifs de &, (d¢(t)),cqv, forme une famille
orthogonale, et que :

(s<t) = | 6@ —E)la= D el

s<r<t

Le symbole ¢ désignant toujours une martingale, soit 7 un ®-processus
quelconque, et construisons le ®-processus ( ainsi :

Vi€ T, ((t) =Y n(s)dé(s)

s<t

si bien que ((a) = 0 et que d¢ = nd€. Ainsi D¢ = nDE& = 0, ce qui montre que
( est également une martingale, et 02 = 77202. Le processus ¢ peut représenter
par exemple un jeu équilibré, et n peut représenter la stratégie adoptée par
le joueur. A chaque instant ¢, le joueur s’appuie sur sa connaissance du passé
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pour décider du facteur 7(t) a appliquer & son pari. Dans ce contexte, la
valeur ((t) mesure le gain (ou la perte) effectué par le joueur a l'instant ¢
depuis le début du jeu. Alors, peu importe la subtilité que le joueur aura
pu apporter au choix de sa stratégie : & tout moment, le gain potentiel
sera contrebalancé par une perte potentielle d’'un méme montant, puisque
E{(t) =0.

Une variable aléatoire = sera qualifiée de normalisée si Ex =0, et si
de plus var(xz) = 1. Pour une variable z qui n’est pas constante, on peut
construire la variable normalisée

(z —p)

T =

ol 4 et o sont respectivement la moyenne et 1’écart-type de z, et nous pou-
vons représenter z sous la forme :

T =p+oi.

Dans le cas ol z est constante, une telle représentation est encore possible
en choisissant pour & une variable normalisée arbitraire. Le seul cas ol on
ne peut aboutir & cette forme d’écriture est celui o1 {2 ne contient qu'un seul
élément. La solution passe alors par ’extension de €2 en un espace plus large.

Ces rappels élémentaires nous inspirent de nouvelles notions & propos
des processus stochastiques. Nous qualifierons un processus stochastique
& de normalisé lorsqu’a la fois DE =0 et ag =1. On voit en particulier
qu’un processus normalisé est toujours une martingale. La marche aléa-
toire de Wiener et celle de Poisson, sont toutes les deux des processus
normalisés. Un processus stochastique & sera dit non-dégénéré dés lors que
V(t,w) e T x Q, Jg(t, w) > 0. Pour un tel processus, définissons le processus

£(t) = ZKtogl(s) dé(s), on %—1 =1/ ag, et ou € est la martingale asso-

ciée a €. Il est clair que € est normalisé, et que ¢ admet la représentation
suivante :
E(t) =€(a) + > DE(s)ds + Y aedé(s). (9.3)
s<t s<t
Cette écriture reste possible lorsque ¢ est dégénéré. Il faut alors étendre
I’espace probabilisé. Soit 1 un processus normalisé indexé par T', et défini
sur un espace probabilisé fini (Q', pr'). Définissons le processus o¢ L de la
maniére suivante :
1
ot (t) = HO
0 lorsque ag(t) =0;

lorsque ag(t) >0;
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et construisons sur l'espace (Q x ', pr x pr') le processus £ ainsi :

~

dE(s) = g (5) dé(5) + X[o2(5)z0} 41(5)-

Le processus ¢ est normalisé, et nous pouvons ['utiliser pour obtenir la re-
présentation 9.3.



Chapitre 10

Variation totale d’un processus

Le propos du chapitre précédent était exclusivement interne. Maintenant,
nous allons nous intéresser essentiellement aux processus pour lesquels D¢ et
ag sont de norme limitée. Dans ce cas, les accroissements dé (t) = DE(t) dt du
processus prédictible associé seront de I’ordre de dt, tandis que les accroisse-
ments dé(t) de la martingale associée, seront de 'ordre de v/dt. Les fluctua-
tions intéressantes d’un processus stochastique sont celles qui viennent de sa
martingale associée. Cependant, dans le présent chapitre nous étudierons les
fluctuations d’un processus par l'intermédiaire de ’estimation de la variable
> |d&(t)|, approche trop grossiére en soit, cependant, pour étre appliquée de
maniére fructueuse a I’étude des martingales. Nous allons voir que lorsqu’un
processus stochastique ¢ est tel que son taux d’accroissement d¢/dt est L' &
la fois en w et en ¢ (en un sens que nous allons préciser bientot), alors £ est
presque partout absolument continu (c’est-a-dire que, presque stirement, les
trajectoires du processus sont absolument continues), et presque stirement
la martingale associée reste en chaque instant infiniment proche de sa va-
leur initiale. Cette derniére propriété est vraie également dans le cas d’'un
processus croissant dont les incréments sont partout infinitésimaux.

Commengons, & I'aide de la définition pr'(¢) ) b‘i—ta, par doter I’ensemble

T" d’une structure d’espace probabilisé fini (7", pr’). Nous noterons la moy-
enne dans cet espace par Er. Si £ est une fonction réelle définie sur 7", la
variation totale de ¢ a pour valeur (b — a) Ep|d¢/dt|. Sous ’hypothése que
(b — a) est appréciable, £ est & variation limitée si et seulement si la gran-
deur Er|d¢/dt| est limitée. Ceci en plus du théoréme 8.1 (Radon-Nikodym),
montre que & est absolument continue si et seulement si d¢/dt est L' sur
(T, pr).

Soit maintenant un processus stochastique & indexé par T'. Nous décidons
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de désigner par la notation &, la valeur £(n) lorsque T est un sous-ensemble
{1,---,v} de N.

Théoréme 10.1. On a les cas suivants :

1. si la somme Y, ||[dE(2)||, est limitée, alors la v.a.r. )7, |dE(2)]
est presque sdrement limitée (autrement dit, & est presque sdrement a
variation limitée) ;

2. lorsque T = {1,--- ,v}, sila série ) . ||dy||; converge, alors le pro-
cessus £ converge presque siirement ;

3. si d¢/dt est L' sur l’espace (T' x Q,pr' x pr), alors presque sdrement
les trajectoires de £ sont absolument continues.

Démonstration. Pour P’assertion 1, posons ¢ = Y, g ||dE(t)]], et

z =Y |dé),

teT’

si bien que ¢ = Exz. Alors, l'assertion 1 dit simplement que lorsque ¢ est
limité, la variable x 1’est presque stirement, ce que montre immeédiatement
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Dans le cas 2, supposons que les conditions de 1’assertion soient vérifiées.
Du fait du théoréme 7.2, nous pouvons tacher de montrer alors que, quel
que soit le réel A > 0, et quel que soit 'indice n inférieur ou égal a v et

infiniment grand, nous avons Pr (Z';:_é |d&;| > )\) ~0.0rona:

v—1 v—1
Pr (Z |déi| > /\) <Y lldgilly /A

d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, d’oul le résultat.
L’assertion 3 est une conséquence triviale du théoréme de Fubini (8.4).
Ce qui clot la démonstration. O

L’assertion 3 est exprimée pour un processus stochastique général. Mais
le théoreme 10.4 nous montrera que les conditions de cette assertion sont trés
restrictives, le processus ¢ étant alors pratiquement égal & un processus pré-
dictible en ce sens que presque partout sa martingale associée (quelle que soit
la filtration a laquelle £ est adaptée) vérifie la proposition V¢ € T, é (t) = é (a).

Théoréme 10.2. Soit & un processus adapté G une filtration @, tel que d€/dt
soit L' sur (T' x Q,pr' x pr). Alors D¢ est L' sur T' x Q, de méme que Uest

€ _ df
le processus g = 7 — DE.
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Démonstration. Définissons sur T" x ) 1’algébre de variables aléatoires @’
comme étant I’algébre engendrée par les variables y de 'espace T” x ) telles
qu’en chaque instant ¢ de T", la variable y(¢,.) soit un élément de ®;. Alors,

D¢ = Eq,:%, et le théoréme 8.3 nous permet de conclure. O

Le résultat qui suit est un lemme de troncature. Il affirme que sous cer-
taines conditions, il est possible de modifier trés légérement un processus
(c’est-a-dire de maniére telle que presque partout le processus modifié reste
en chaque instant infiniment proche du processus initial), afin que les ac-
croissements élémentaires du nouveau processus soient en tout point infini-
tésimaux.

Théoréme 10.3. Soit une martingale £ indexée par un quasi-intervalle T
et telle que dé/dt est L' sur T' x Q. Pour tout réel o > 0 nous définissons
la martingale §o) ainsi :

(@) = &(a)
déoy(t) = () - By de(t)

de maniere que V(t,w) € T' x Q, ‘df(a) (t,w)‘ < 2a. Alors, il existe un réel
infinitésimal o tel que presque partout la propriété suivante soit vérifiée :

Vi€ T, §a)(t) = &(1).

Démonstration. Sous les conditions du théoréme, on peut appliquer le théo-
réme 10.1 (assertion 3), pour voir que les trajectoires de & sont presque
stirement absolument continues, donc presque stirement continues sur 7.
L’ensemble T étant un quasi-intervalle, on en conclut que presque stirement
maxyc |d€(t)| = 0. Alors, le théoréme 7.1 nous assure 'existence d’'un réel o
infinitésimal vérifiant Pr(maxic |d€(t)| > a) = 0. Pour ce réel, la propriété
suivante est vérifiée presque partout :

Vt € T,E(t) = E(a) + Y _ g™ (s).

Ainsi, en se souvenant de la définition de () on voit que pour montrer que
Vt € T',{(q)(t) = &(t) presque partout il suffit d’établir en plus la relation

D oter ‘Et d¢ (t)(”)‘ ~ 0 presque partout. Pour cela, il suffit de montrer qu’il
B, de()@ ) ~ 0. Or,

est possible de choisir a pour avoir en plus E(ZteT,
¢ étant une martingale, Vt € T, Ey d&(t) = 0, et :

E (Z B de (1)) ) =E (Z RACIORESOR) \)

teT’ teT’
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d’oll

E(Z ‘Et de (1)@

teT”

) < E(Z Fi|de () - de (1)) )
teT”
d¢ d¢ (&)
E(Z - (E) dt)
teT”
dt).

(c)
(3 et ) < 5 % - (%)
teT’ teT’

Si « était sensiblement positif (o> 0), il s’ensuit que ¢ serait infiniment
grand (c ~ oc), et comme df/dt est L' sur T' x Q, on aurait alors

d¢ d¢ (c) N
E(Z = (%> dt) ~ 0.

teT
Ainsi I'ensemble des réels = tels que E(ZteT, ‘Et dE(t)(‘C)
tous les réels sensiblement positifs. En vertu du principe de Cauchy, il est
donc possible de choisir « infinitésimal suffisamment grand pour qu’en plus

ce qui donne, si 'on convient que ¢ =

) < z contient

de ses propriétés déja acquises, « satisfasse E (ZteT, E, d¢ (t)(a) ) ~ 0. Ceci
conclut la démonstration. O

Lors des preuves des deux théorémes qui suivent, nous aurons besoin d’un
résultat (théoréme 11.1) dont la démonstration sera exposée ultérieurement.

Théoréme 10.4. Soit & un processus stochastique inderé par un quasi-
intervalle T, tel que d€/dt soit L' sur (T x 0, pr' X pr), et soit & sa martin-
gale associée (pour une filtration quelconque). Alors & vérifie la proposition
sutvante :

ps:Vte T, E(t) = &(a).

Démonstration. On ne restreint pas le résultat en supposant que &(a) = 0.
De surcroit, les théorémes 10.2 et 10.3 nous permettent de supposer que £ = f
(c’est-a-dire que ¢ est une martingale)! et qu’il existe un réel infinitésimal o
tel que en tout point de T" x Q, |d€(t)| < a. Alors on voit que :

vt e T ||d@)l3 = B(d()*) < a Bldg(t)

'La propriété qui dit que dé/dt est L' sur T' x Q se transmet & é‘, et le résultat ne
concerne que la martingale, on peut donc concentrer son attention sur celle-ci. (NdT)
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et du fait que d¢/dt est L' sur T' x ), on a :

> Eld(t)] = E(Z

teT”’ teT’

M‘dt) < 00.

dt
Ainsi :
IE@IT < IEBZ = D ldE@)I; < o Y BldE(t)| = 0
teT’ teT’

et les théorémes 7.1 et 11.1 nous enseignent que dans ce cas on a presque
partout maxger |£(t)| = 0, ce qui achéve la preuve. O

Théoréme 10.5. Soit & un processus stochastique croissant, d’accroissement
infinitésimal en tout point de T' x Q, et soit & sa martingale associée. Alors
& vérifie la proposition suivante :

(B((6) — £(a) < 00) = (ps : V€ T,€(t) = €(a)).

Démonstration. 11 n’y a pas d’inconvénient & supposer que &(a)=0. Soit
@ = max ,)er xq |d€(t,w)|. Par hypothése, a est infinitésimal. Alors :

éol,= X ], < X waewiz = 3 B(azer’)

teT’

~ 2
ée))| <

< aE(Z dé(t)> = a B(E®) - £(@) ~ 0.

teT’

Ici encore, les théorémes 7.1 et 11.1 nous permettent de conclure. O






Chapitre 11

Convergence des martingales

Dans ce chapitre, nous chercherons & estimer la valeur maximale que peut
atteindre une surmartingale ou une sousmartingale, et & utiliser ce résultat
pour étudier des propriétés de convergence et de continuité en un instant
donné d’un processus.

Imaginons que le prix sur un marché public d’une action de la société des
“Transports des Encombrants Industriels” (T.E.L.) soit bien modélisé par le
processus stochastique £. Une stratégie d’investissement est dite haussiére
(bullish dans la terminologie anglo-saxonne) si elle consiste & acheter une
action a l'instant a, et & la conserver tant que le prix de ’action n’a pas
augmenté d’au moins A FKuros par rapport au prix d’achat. Dés que cet
événement survient, l'investisseur revend son action et empoche son gain.
Dans ce scénario, le gain de 'investisseur a l'instant ¢ vaut :

Q) =) m(s)dé(s)

s<t

ou 71 (s) vaut 1 si a 'instant s I'investisseur est encore en possession de 1’ac-
tion, et 0 dans le cas contraire. La valeur de 7, (s) est entiérement déterminée
par les valeurs prises par le processus £ en chaque instant r < s, aussi 71
est-il un processus adapté. On peut se reporter au chapitre 9 pour une dis-
cussion générale sur les sommes de cette forme (“intégrales stochastiques”).
Soit A I’événement qui correspond au succés de la stratégie que nous venons
de décrire, c’est-a-dire :

A ={o e 0omx €w) - o) 2 A},

teT

Dans I’hypothése favorable ou I'investisseur a rencontré le succés, son gain &
I'instant b sera au moins égal & A. Dans le cas contraire, il sera exactement
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égal a (£(b) — &(a)). Ainsi :
G1(b) = Axa + (£(b) — &£(a))xne- (11.1)

Imaginons maintenant que, pour le plus grand malheur de notre investisseur,
le processus & soit une surmartingale, c’est-a-dire que le cours de 1’action
T.E.IL soit & la baisse. Du fait que 7; est un processus adapté positif, il vient
que D(1(t) = n1(t) DE(t) < 0, ou on voit que ¢4 est aussi une surmartingale.
Comme (1(a) =0, E¢1(b) < 0. Alors, en introduisant cette inégalité dans la
relation 11.1, on voit que :

teT A

Pr{max (&(t) —&(a)) 2 /\} < M. (11.2)

Le scénario que nous venons d’imaginer ne fait pas apparaitre grand chose
si & est une sousmartingale. Mais supposons maintenant que l’investisseur
adopte une stratégie baissiére (bearish). Cette stratégie consiste a attendre
que le prix de ’action augmente de A Euros par rapport a son prix a ’instant
a, puis a partir de ce moment, & conserver 'action. Dans cette situation, le
gain a l'instant ¢ se calcule ainsi :

G(t) =) m(s) dé(s)

s<t

ol 12 = 1 — 1, si bien que 72 est un processus positif adapté. Le gain final
(a l'instant b) est nul, sauf dans I’éventualité ou le cours de I'action depuis
I'instant @ a rencontré & un certain moment les conditions d’achat. Si cela se
produit, le gain ((b) vaut au plus &(b) — &(a) — A. Donc :

C2(b) < (£(b) — &(a) — A)xa- (11.3)

En remarquant que (1 + (o = & — £(a), nous voyons que l'inégalité 11.3 n’est
rien d’autre qu'une reformulation de l'inégalité 11.1.

Lorsque ¢ est une sousmartingale (action a la hausse), il en est de méme
de (2 du fait que D(a(t) = n2(t) DE(E) > 0. Comme (o(a) = 0, E¢2(b) > 0, et
en introduisant ceci dans la relation 11.3, nous voyons que la propriété 11.2
reste vraie pour une sousmartingale.

La propriété 11.2 est donc vraie aussi bien pour les surmartingales que
pour les sousmartingales. Elle est par conséquent également vérifiée pour une
martingale, qui est en méme temps une surmartingale et une sousmartingale.
Comme —¢ est une surmartingale si et seulement si £ est une sousmartin-
gale, et vice versa, 'inégalité suivante est également valide & la fois pour les
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€(a) + A -« /
£(a) e\/
a b
® achat baissier vente baissiere ® achat haussier

FiG. 11.1 — deux stratégies d’investissement

surmartingales et les sousmartingales :

Pr{max (£(a) — €(1) > A} < [0 L@l

teT
Nous venons ainsi de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 11.1. Soit £ une surmartingale ou une sousmartingale. Alors :

v > 0.Pr{max (E(0) ~ €@) > A} < F160) ~ €@l

teT
VA > O,Pr{rglglé(t) &) > A} <Je® @l (1)

Dans le cas oil ¢ est une martingale, le théoréme suivant nous permet de
rendre la relation 11.4 deux fois plus précise.

Théoréme 11.2. Nous avons les implications suivantes :

1. si & est une martingale, et si f est une fonction réelle conveze, alors
f o& est une sousmartingale ;

2. si & est une sousmartingale, est si f est une fonction réelle convexe
croissante, alors f o & est une sousmartingale.

Démonstration. Lorsque f est une fonction convexe, nous pouvons appliquer
la relativisation de l'inégalité de Jensen : f(FEs&(t)) < Esf(€(t)). Or si € est
une martingale, pour s <t on a Es£(t) = £(s). On voit donc que dans ce
cas f o& est une sousmartingale. Si maintenant £ est une sousmartingale,
pour s <t on a E;&(t) > £(s). Alors, si f est a la fois convexe et croissante,
E f(&(t)) > f(E() > f(&(s)), ce qui montre ici encore que f o & est une
sousmartingale. O
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Si ¢ est une martingale, alors (¢ — £(a)) est une martingale,’ et le théo-
réme précédent nous dit que |€ — &(a)| est une sousmartingale. La premiére
relation du théoréme (11.1) nous permet dans ce cas de remplacer la relation
11.4 par la relation :

> 0. Pr{max (0 €(0)] > A} < 11160) — €@l

Chacune des normes |.|[,,,p € [1,00], dote 'ensemble R% des v.ar. de
(Q, pr) d'une structure d’espace métrique que nous désignerons par LP. Pour
des valeurs de p différentes, nous conservons le méme ensemble d’éléments
R, et nous faisons simplement varier la structure métrique de cet ensemble.
Nous dirons que la séquence de variables aléatoires x1,- - ,x, converge (qua-
siment) vers y dans LP lorsque nous aurons :

Vi < v, (n ~00) = (Jlan - yll, ~0).

Si & est un processus stochastique indexé par un sous-ensemble 7" de R, pour
tout point ¢ de T' nous dirons que £ est (quasiment) continu en t dans LP
si:

Vs €T, (s~ t) = (I - €(s)]l, ~ 0)

et dans le cas contraire, nous dirons que & est (fortement) discontinu en t
dans LP.

La continuité en un point d’un processus dans LP est une propriété ana-
lytique qui est facilement vérifiable ou réfutable. En revanche, la continuité
presque slre en un point des trajectoires d’un processus est une propriété
probabiliste intéressante et subtile. Un grand nombre de théorémes portant
sur les processus stochastiques établissent la vérité presque siire d’une propo-
sition donnée relative aux trajectoires, conditionnellement & des hypotheses
analytiques adéquates.

Théoréme 11.3. Nous avons :

1. soit la séquence de wvariables aléatoires z1,--- ,z, formant une sur-
martingale ou une sousmartingale convergente dans L'. Alors cette
séquence converge presque strement;

2. soit le processus stochastique & formant une surmartingale ou une sous-
martingale, et continu en t dans L'. Alors ¢ est presque sdrement
continu en t.

'En effet £(a) appartient & chaque algébre ®;, et est donc invariant pour chacun des
opérateurs d’espérance conditionnelle. (NdT)
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La démonstration découle immédiatement du théoréme 11.1 ainsi que du
théoréme 7.2 et de son corollaire.
Le théoréme suivant établit dans certains cas les propositions inverses.

Théoréme 11.4. Nous avons :

1. soit une séquence de variables aléatoires x1,--- ,x, formant une mar-
tingale telle que x, soit L'. Alors cette séquence converge dans L' si
et seulement si elle converge presque sdrement ;

2. soit un processus stochastique & formant une martingale, et tel que
£(b) soit L. Alors, pour tout t de T, ¢ et continu en t dans L' si et
seulement si & est presque sdrement continu en t.

Démonstration. Etablissons uniquement la deuxiéme assertion, la premiére
assertion se démontrant suivant le méme principe. La variable £(b) étant
L', en tout point ¢ de T la variable £(t) = F£(b) est L (théoréme 8.3). Le
théoréme de Lebesgue (8.2) nous montre alors que si & est presque stirement
continu en ¢, & est continu en t dans L. Le sens inverse est simplement le
théoréme 11.3. O

Pour montrer que la continuité (ou la convergence) presque siire entraine
la continuité (ou la convergence) dans L', 'hypothése que ¢ est une mar-
tingale ne nous a servi qu’a propager le caractére L' de £(b) (ou de z,) &
tous les &(t) (& tous les z,). Aussi ce résultat reste-t-il vrai en supposant
simplement que chaque &(¢) (ou chaque z,) est L.

Nous dirons que t est une discontinuité (forte) fize de £ lorsque & n’est
pas presque stirement continu en . La deuxiéme assertion du théoréme 11.4
peut étre reformulée en disant que, lorsque & est une martingale telle que &(b)
soit L', pour tout t de T, t est une discontinuité fixe de £ si et seulement si
t est une discontinuité de ¢ dans L'. Le contre-exemple suivant illustre un
cas ol £(b) n’est pas L.

Soit 2 un ensemble ordonné de 2” points, avec v = co. A chaque point
de Q nous attribuons la probabilité 27. Pour tout indice n de {1,---,v}
définissons la variable aléatoire x,, sur €2 dont la valeur est :

—2(=1) " gur les 2(V~™) premiers points de Q;
+2(=1)  gur les 2(*~") derniers points de Q;
0 sur tous les points intermédiaires.

Les valeurs non nulles du processus (z),,¢ {1, v} Sont illustrées par la figure
11.2, ou pour épargner la forét nous nous sommes contentés de choisir v =4
plutét que v = oc.
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xlo e © o o o o o
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T4 @

F1G. 11.2 — une mauvaise martingale

Pour la filtration ® engendrée par (zn),c(1,... ,} (telle que chaque algebre
®; est engendrée par la famille {z; : j < 4}) le processus (zn),,c {1, v} €St une
martingale qui vérifie les propriétés suivantes :

V’nE{l,--- 7V}’ (E‘Tn:()) et (H:CRHI :1)7
V(n’m) € {17"' ’V}Z’ (n 7é m) = (Hxn _mel > 1)'

Soit alors un entier k tel que k et v — k soient tous les deux illimités, et
soit 7" un quasi-intervalle contenant v — k points. Définissons le processus
stochastique £ tel que £(t) = Z(p ) si t est le n-iéme élément de T'. Alors,
en tout point de T, ¢ est discontinu dans L'. Cependant, comme presque
partout Vi € T,£(t) = 0, € est presque partout continu en tout point de 7.

Nous nous attachons dans le reste de ce chapitre & montrer que si £ est une
martingale telle que £(b) est L', alors ¢ présente trés peu de discontinuités
fixes.

Soit un réel € > 0, et un espace métrique (M, p) (par exemple (R, |.|),
ou (L', |.|I;)). Nous dirons qu'une fonction & : T — M est (quasiment) e-
continue au point ¢ si elle vérifie la propriété suivante :

V(t1,t2) € T?, ((fu = 1) et (t2 = 1)) = (p(E(t1), €(t2)) < o),
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et si cette propriété n’est pas vraie en £, nous qualifierons ¢ de e-discontinuité
(forte) de €.

Remarquons que si s = t, alors s est une e-continuité de € si et seulement
si t en est une.

Si t est une e-discontinuité de &, alors il existe deux éléments de T infini-
ment proches de ¢, 1 et to, tels que p(&(t1),£(t2)) > €. En utilisant 'inégalité
triangulaire, il apparait qu’il existe ¢’ (qui est soit ¢ soit ¢2) dans T', tel que
p(&(t),&(t)) > €/2. Remarquons de plus que & n’est pas quasiment continue
en t si et seulement si il existe un réel € > 0 tel que t soit une e-discontinuité
de £.

Théoréme 11.5. Soit £ une martingale indexée par un quasi-intervalle T,
telle que £(b) est L', et soit un réel € > 0. Alors, il existe un nombre limité
de points de T, t1,--- ,tyn, deuzr a deuz discernables (non équivallents), tels
que, pour tout élément t de T', t est une e-discontinuilté si et seulement si 1
est infiniment proche d’un élément de l’ensemble {t1,--- ,t,}.

Démonstration. L’ensemble {x >0: Hﬁ(b) - §(b)(w) . < 5/4} contient tous

les réels positifs infiniment grands. En vertu du principe de Cauchy, il con-
tient également un élément positif appréciable c. Posons &.(t) = Ey¢ (b)(c).
Ainsi que nous 'avons vu au chapitre 9, le processus ainsi défini est une
martingale. Du fait que ’espérance conditionnelle réduit les normes dans L?
(voir le chapitre 2), il vient que 'on a :

€

v € T, lE(t) — £@) s < 5
Supposons maintenant I'existence de n points t1,--- , ¢, deux & deux discer-
nables, avec pour chaque indice i de {1,--- ,n} 'existence de deux points

s; et r; dans T, tels que s; = r; & t;, et ||£(s;) — &(r4)||; > €. Convenons que
s; > r;. Les intervalles [r;, s;] sont alors deux a deux disjoints. Par I'inégalité
triangulaire, on voit que ||€c(s:) — &c(r3)]|; > €/2 et donc que

€
1€c(si) — gc('ri)”2 > 9
Du fait que les accroissements d’une martingale forment un systéme ortho-

gonal, nous pouvons écrire les relations suivantes :

n

2
n <D s — &lri)lly < €ct) — &cla)ll3
i=1

= [|€(5) — Eatc )3 < €013 < .
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Ainsi n < 46%2 < 0. Nous avons donc montré l’existence d’un entier limité
qui posséde la propriété d’étre supérieur o égal a la taille de tout ensemble
{t1,--- ,tn} constitué de e-discontinuités de & deux & deux discernables (il
suffit de considérer la partie entiére de t%?) En vertu du principe externe du
plus petit élément, il existe un entier ngy qui posséde cette méme propriété, et
un ensemble T = {t1, -+ ,t,,} de e-discontinuité deux & deux discernables
de &. L’ensemble T et ng possédent bien la propriété cherchée : s’il existait
une e-discontinuité de &, s, qui ne soit pas infiniment proche d’un élément de
T, la construction de l'ensemble T'| J{s} conduirait & une contradiction. [J

*Théoréme 11.6. Soit & une martingale indexée par un quasi-intervalle T,
telle que £(b) soit L. Alors :

e soit il y a un nombre limité de points de T, t1,--- ,t,, deur & deux
discernables et tels que pour tout élément t de T, t est une disconti-
nuité fire de & si et seulement si t est équivalent & 'un des points de
lensemble {t1,--- ,tn};

o soit il existe une suite réelle (t;);c, dont les éléments d’indice limité
sont deuzr & deux discernables, et telle que pour tout t de T, t est une
discontinuité fixe de £ si et seulement si il existe un indice limité tel
que t = ;.

Démonstration. D’aprés la deuxiéme assertion du théoréme 11.4, ¢ est une
discontinuité fixe de ¢ si et seulement si il existe un naturel non nul standard
k tel que t est une %—discontinuité.

Grace au théoréme 11.5, on montre qu’a tout naturel non nul standard
k on peut associer un ensemble Ey = {tg1,- - ,tkn, }, avec ny <K 00, tel que
les éléments de FEj soient deux & deux discernables, et tel qu’étre infini-
ment proche d’un élément (et d'un seul) de Ej soit équivalent & étre une
%—discontinuité de £ sans étre une %—diseontinuité pour m < k.

Le principe d’extension nous garantit I’existence d’une suite k — FEj, telle
que pour tout indice standard la propriété précédente soit vérifiée.

S’il existe un entier standard j tel que Vk > j, Ey, = (), construisons ’en-
semble {t1, -+ ,t,} = Uy<; Ek. Cet ensemble vérifie les propriétés de la pre-
miére assertion du théoréme 11.6 que nous sommes en train de démontrer.
Si un tel entier n’existe pas, soit j un entier non standard quelconque, et
construisons la séquence {t1,- -+ ,t,} = Uy<; Ex. Complétons cette séquence
en une suite réelle en posant par exemple t; = 0 pour tout ¢ > v. La suite
ainsi obtenue vérifie les propriétés de la deuxiéme assertion du théoréme. [

On peut s’assurer que la deuxiéme partie du théoréme 11.6 exprime bien
le fait qu’il y a peu de discontinuités fixes. En effet :
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Théoréme 11.7. Soit T un quasi-intervalle. Il n’existe pas de suite réelle
telle que chaque élément de T soit équivalent a un élément d’indice standard
de cette suite.

Démonstration. Procédons par 'absurde en posant ’existence d’une telle
suite (;);c ;- On peut supposer, sans restreindre la généralité du propos, que
a =0et b=1.Soit z un élément de [0, 1], et soit £ le plus grand élément de T"
tel que ¢ < z. Alors nous avons t < x < t+ dt, si bien que = est infiniment
proche de t et donc par hypothése, d’une valeur ¢; o % est standard. Or,
le procédé de la diagonale de Cantor nous permet de construire un réel x
appartenant au segment [0, 1] tel que pour tout entier ¢ non nul, la i-iéme
décimale de z soit différente de la i-iéme décimale de ¢; d’au moins 2. Un tel
entier vérifie donc la proposition suivante :

Vit € N* |z —t;] > 1071 >0
ce qui constitue une contradiction. O

Nous avons vu qu’en terme de “cardinalité” il y avait peu de discontinuités
fixes discernables. Maintenant, montrons que les discontinuités fixes sont
rares également en terme de “mesure”.

*Théoréme 11.8. Soit £ une martingale indexée par un quasi-intervalle T,
telle que &(b) soit L', et soit une fonction f : Rt — R telle que f(h) =0
pour tout réel positif h =~ 0. Pour tout réel € > 0, il existe un entier naturel
v et des intervalles [ri,s;],i =1,--- ,v, tels que Y ;1 f(si — ;i) <&, et tels
que chaque discontinuité fize de £ réside dans l'un de ces intervalles.

Démonstration. Soit un réel infinitésimal o > 0. Pour tout entier naturel 7,
définissons le réel positif h; comme étant le plus grand multiple entier de
« inférieur & 1 et tel que f(h;) < e/2¢, ou 0 si un tel nombre n’existe pas.
Alors, pour toute valeur standard de 4, h; > 0 et f(h;) < &/2¢. Soit (;) une
séquence ou une suite infinie de réels, dont le théoréme 11.6 a démontré
Iexistence. Si nous sommes dans le premier cas de ce théoréme (il existe un
nombre limité n de ¢;), alors posons v = n. Si nous sommes dans le second cas,
choisissons arbitrairement v &~ co. Maintenant, pour chaque 7 de {1,--- ,v},
définissons les réels r; et s; par les relations r; = t; — h; /2 et s; = t; + h; /2.
Alors, nous avons Y., f(s; —r;) < ¢, et chaque discontinuité fixe de ¢ est
dans 'un des intervalles [r;, s;]. O

En particulier, soit £ une martingale indexée par un quasi-intervalle T,
telle que £(b) soit L!, et choisissons la fonction f(h) = h. Nous voyons alors
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que, pour la probabilité prp (“mesure de Lebesgue normalisée sur le segment
[a,b]”), presque tout point ¢ de T" n’est pas une discontinuité fixe de &.

Pour clore ce chapitre, notons que si £ est une martingale telle que £(b)
est L', alors £(a) = E,£(b) est également L', ainsi que &(b) — &(a). Tous les
théorémes 11.4 jusqu’a 11.8 restent vrais sous I’hypothése que (£(b) — &(a))
est L', car ¢ ne se différencie que trivialement de ¢ — £(a). Dans le prochain
chapitre nous étudierons les martingales en nous contentant de ’hypothése
plus faible selon laquelle ||£(b) — &(a)]]; < 0.



Chapitre 12

Fluctuations des martingales

Lorsque ¢ est une marche aléatoire de Wiener ou de Poisson,
Ed¢(r)? =dr

et de ce fait ||€(£) — £(s)|5 = |t — s|. Ainsi, dans ces deux cas, le processus
est en tout point continu dans L2, et par conséquent dans L. Nous pouvons
en déduire, grace au théoréme 11.3 (deuxiéme assertion), que, pour tout
point ¢ de T, le processus est presque stirement continu en ¢. C’est a dire
qu’un processus appartenant 4 'une de ces deux catégories n’admet pas de
discontinuité fixe. Cela ne veut cependant pas dire que presque slirement,
les trajectoires de tels processus sont continues sur 7, car il peut exister un
ensemble de points exceptionnels différent & chaque instant ¢. Considérons
une marche de Poisson ¢ indexée par un quasi-intervalle. Comme ce type
de processus ne prend que des valeurs entiéres, la seule possibilité pour une
trajectoire d’étre continue est de rester uniformément égale & sa valeur ini-
tiale £(a). Or, la probabilité qu'un saut survienne a l'instant ¢ est égale a dt.
Comme les accroissements successifs du processus sont indépendants, on en
déduit que la probabilité pour qu’une trajectoire ne présente pas de sauts
est égale a [[,cqv (1 — dt). Or :

log(H (1- dt)) =Y log(1—dt)~ =) dt=—(b—a)

teT’ teT’ teT’

(on met en ceuvre le théoréme 5.3, joint au fait que log (1 — dt) ~ —dt).
Ainsi la probabilité pour qu’aucun saut ne survienne entre les instants a et
b est équivalente & e (®~%) qui est une valeur sensiblement inférieure a 1.
Dans le prochain chapitre nous serons en mesure de montrer qu’une marche
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de Wiener, en revanche, est presque stirement continue en tout point de T'.
La figure 12.1 montre un exemple typique de trajectoire pour chacun de ces
deux types de processus.

2 2
1 - — 1
0 &— o 0 [
a b a b
-1 - -1
Marche de Poisson Marche de Wiener

FiG. 12.1 — deux trajectoires

Ceci souléve la question de la qualification des discontinuités des trajec-
toires d’une martingale. Pour une fonction bornée, on distingue habituelle-
ment deux types de discontinuités : les discontinuités de type “saut”, et les
discontinuités de type “oscillations”. La figure 12.2 illustre ces deux cas (il
faut imaginer, en regardant la figure 12.2 (b), la présence d’une infinité d’os-
cillations au voisinage de l'origine, comme pour la fonction z + sin(1/z)).
La propriété d’étre a fluctuation limitée que nous avons définie au chapitre 6
est un analogue externe, pour une fonction dont le domaine de définition est
borné, de la propriété interne de ne présenter que des discontinuités de type
“saut”. Si on se reporte a la figure 12.2, (a) illustre une fonction a fluctuation
limitée, et (b) une fonction a ﬂuctuatlon illimitée.

\//M

a : premier type : second type

F1a. 12.2 — discontinuités

Le résultat principal de ce chapitre dit que, moyennant des conditions
trés peu restrictives, les trajectoires d’une surmartingale ou d’une sousmar-
tingale sont presque stirement & fluctuation limitée. Nous allons commencer
par établir un lemme technique, puis nous mettrons en scéne une stratégie
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d’investissement qui nous permettra d’estimer le nombre de fois qu’un méme
intervalle peut étre franchi sur la durée du processus.

Théoréme 12.1. Soit £ un processus stochastique indexé par T, un sous en-
semble fini de R. € est presque strement a fluctuation limitée si et seulement
St :

Ve > 0,Vk = 0o, Pr{{ admet k e-fluctuations} = 0.

Démonstration. 1l est évident que la condition est nécessaire. Inversement,
supposons que la condition soit vérifiée. Définissons I’événement M (e, k) cor-
respondant au fait que £ admette k e-fluctuations, et soit § > 0. Pour tout
naturel n supérieur & 0, définissons également l’entier k,, comme étant le plus

petit entier tel que
1 6
PT{M(E’kn>} § 2—n,

°° 1
N={]J M(E, kn)
n=1
On a PrN < §. Par hypothése lorsque n est limité k, ’est également, et

donc lorsque w est dans N¢, £(w) est & fluctuation limitée. Comme ¢ > 0 est
arbitraire, ceci conclut la démonstration. O

et soit ’ensemble N :

Un spéculateur espére réaliser de grosses plus-values en pariant sur une
valeur trés dynamique, dont il modélise le cours par le processus €. Il adopte
le principe “acheter bas, vendre élevé”. Pour cela, il attend le premier instant
s1 ol le prix de ’action tombe en dessous d’un seuil A;, pour acquérir une
action. Puis il attend le prochain instant ¢; > s; auquel la valeur de ’action
dépasse un seuil A9 pour la revendre. Il répéte ce procédé autant de fois que
possible. A D’instant ¢, le gain du spéculateur vaut :

Ga(t) =) ma(s) dé(s)

s<t

ou n3 vaut 1 lorsque la personne est encore en possession de l'action (c’est
a dire aux instants ¢ tels qu’il existe un indice vérifiant s; < ¢, mais pas
tx <t) et 0 aux autres instants. Le processus 73 est un processus positif
adapté. Le gain intermédiaire (avant l'instant b) du spéculateur vaut au
moins B (A2 — A1), ou B désigne le nombre de franchissements dans le sens
croissant de l'intervalle [A1, Ag] effectués jusque-l1a par le cours (8 est la plus
grande valeur de k pour laquelle ¢, est défini). Le spéculateur peut enregistrer
une perte en fin de partie, si le dernier instant s; n’est pas suivi pas une
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derniére opportunité de vente ;. Mais dans ce cas, la perte vaut au plus
(A1 — €(b))T, ou nous désignons par z* la valeur max (0, z). Ainsi :

Ga(0) > B (A2 — M) — (M —€(b) " (12.1)

Supposons maintenant que £ soit une surmartingale, ce qui implique que
0 > E(3(b). Alors 12.1 nous permet d’écrire les inégalités suivantes :

(A2 = A)EB < E(A —€()" < [lE®) ], + Ml

AN M
"~/ ~7 ~_.

a 81 t1 EDS to s3 b

£(a)

F1G. 12.3 — franchissements de [A1, o]

Le scénario précédent nous a permit de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 12.2. Soit & une surmartingale, soient A1 < Ag, et soit B le
nombre de franchissements croissants de l'intervalle [A1, A2] effectués par €.

Alors :
1€ 1I; + [A]

Ao — A1

Bien que nous ne ferons pas usage de cette constatation dans la suite de
I’exposé, nous pouvons remarquer que le théoréme 12.2 reste valable si £ est
une sousmartingale. Pour s’en convaincre, imaginons le cas d’un investisseur
qui veut se constituer un portefeuille d’actions solides, et qui pour cela suit
une stratégie rigoureusement opposée a celle du spéculateur de notre précé-
dent scénario. Ainsi, il achéte une action (dont le cours est ici encore modélisé
par le processus &) a linstant a, & moins que la valeur de cette action soit
alors inférieure a A; (il achéte si £(a) > A;). A l'instant sy, il vend son action
en acceptant sa perte pour des raisons fiscales. Puis il attend l'instant t;
pour acheter & nouveau, et ainsi de suite. A I'instant ¢ son gain est donné

Ef <

par la relation suivante :

Ca(t) =Y ma(s) d(s)

s<t



FLUCTUATIONS DES MARTINGALES 85

avec 4 = 1 — n3. Le processus positif 74 est adapté également. Alors 'inéga-
lité suivante est vérifiée :

Ca(b) < (£(b) = A)T = B(A2 — \). (12.2)

Pour montrer cette inégalité, supposons d’abord que £(a) > A;. Il commence
par acheter au prix £(a), et perd (A2 — A1) & chaque croisement de 'intervalle
[A2 — A\1] dans le sens croissant. Donc :

Ca(b) <&(b) —&(a) — B(A2 — A1)
<€) = A) T = B2 — M),
Si maintenant &(a) < A1 et 8 =0, il n’effectue aucun achat, et (4(b) =0 ce
qui rend 12.2 trivialement vraie. Enfin, si £(a) < A1 et 8 > 0, il effectue son

premier achat & un prix supérieur & Ao juste aprés le premier franchissement
de l'intervalle [Ao — A\1| dans le sens croissant, si bien que :
7

Ca(b) < (€(b) — A2) = (B—=1)(A2 — A1)
< (€(6) = M) = B(A2 — A1).

Ainsi 12.2 est vérifiée dans tous les cas, et le théoréme (12.2) vaut également
pour les sousmartingales (du fait que 0 < E(4(b)).

Théoréme 12.3. Soit & une surmartingale ou une sousmartingale telle que
1€(b) — &(a)]|; < oo. Alors, € est presque partout a fluctuation limitée.

Démonstration. Du fait que £ est une surmartingale si et seulement si (—¢§)
est une sousmartingale, il nous suffit de démontrer le théoréme dans le seul
cas des surmartingales. On ne perd pas en généralité en supposant de plus

que &(a) = 0. Soit un réel § > 0, et soit A = M < 0. Le théoréme 11.1
nous permet d’écrire :
2[1€(0)l,
P >Ny < ———= <4 12.3
r{marlecor > f < L < (123

Soit un réel € > 0 tel que n = % soit un entier (forcément standard). Effec-
tuons la partition de l'intervalle [—\, A] en 2n intervalles de largeurs égales
ace.

Supposons que maxer |€(t)| < A, et que le processus € admette (2n + 2k)
2e-fluctuations, ol k est un multiple illimité de 2n. Chaque 2e-fluctuation
donne lieu au franchissement de 1'un des 2n sous-intervalles de [— A\, A], si bien
qu’il existe un sous-intervalle pour lequel le nombre de franchissements est
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égal a (1 + %) Soit 8 le nombre de franchissements de cet intervalle dans le
sens croissant. Comme les nombres de franchissements dans le sens croissant
et dans le sens décroissant différent au plus de 1, il vient que 8 > % Or,
d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et le théoréme 12.2, on a les
inégalités suivantes :

Prioz o} < %ms < (i@l + V.

n
— k ke

Comme nous avons créé 2n sous-intervalles, la probabilité pour que

max [£(2)] < A

et que & admette (2n + 2k) 2e-fluctuations est majorée par

2n?
Ze UE@) +A),

qui est infinitésimal. En rappelant 1'inégalité 12.3, on obtient donc la relation

suivante :
Pr{¢ admet (2n + 2k) 2e-fluctuations} < 6.

Comme le réel § > 0 est arbitraire, le théoréme (12.1) permet de conclure la
démonstration. O



Chapitre 13

Discontinuités des martingales

Nous avons vu précédemment que, moyennant des hypothéses assez peu
contraignantes, presque toutes les trajectoires d’une surmartingale ou d’une
sousmartingale sont a fluctuation limitée. Ceci nous renseigne quelque peu
sur la nature des discontinuités que ’on peut observer sur les trajectoires de
ces processus, mais nous serions heureux d’en savoir davantage. Ainsi, soit un
réel € > 0; si les bonnes hypothéses sont vérifiées (||£(b) — &(a)||; est limité),
pour presque toutes les trajectoires le nombre de points tels que dé(t) > ¢
est limité. Est-il possible d’observer, sur une méme trajectoire, deux points
de ce type infiniment proches I'un de 'autre ? Peut-on trouver, pendant un
laps de temps infinitésimal, une séquence illimitée d’accroissements infinité-
simaux telle que l'effet cumulé de chacun d’eux produise un accroissement
en valeur absolue supérieur a ¢, si bien que 1’on aurait une discontinuité alors
méme que chaque accroissement est infinitésimal ? Une trajectoire peut-elle
étre discontinue & la fois & droite et & gauche en un point ¢? En bref, est-il
possible de trouver 2 e-fluctuations au sein d’'un méme intervalle de largeur
infinitésimale ? De tels phénoménes sont généralement possibles pour une
fonction & fluctuation limitée. Cependant, nous allons voir que si £ est une
surmartingale ou une sousmartingale indexée par T', avec (b — a) appréciable,
et telle que ag est un processus L' sur Iespace T" x €2, alors pour presque
toutes les trajectoires de &, de tels phénomeénes ne se produisent pas. Souve-
nons nous (théoréme 8.4 et son inverse) que pour que ag S0it un processus
L' sur T' x Q, il est suffisant que chaque variable og (t) soit L! sur Q.

Soit & un processus stochastique indexé par 7', un sous-ensemble fini de
R. Le temps propre de £ est le processus 7¢ défini ainsi :

Vt € T, 7¢(t) dzefz 02‘(5) ds.
s<t
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Le temps propre est un processus croissant, mais sa maniere de croitre varie
d’une trajectoire a ’autre. Pour s < ¢, nous appelons la quantité positive
(1e(t) — 7¢(s)) la durée propre de lintervalle [s,t].

Supposons que nous modélisions le prix d’une action d’une société par
une martingale ¢ telle que ||£(b) — £(a)||; < oco. Un spéculateur veut éviter
d’immobiliser son capital pendant une période trop longue (ce qui est une
notion subjective et en rapport avec le temps propre du processus, car le
temps d’immobilisation lui semblera d’autant plus long que le marché subira
des fluctuations rapides). Il a de plus pour régle d’acheter lorsque les valeurs
montrent des signes nets d’activité.

Pour agir, il choisit un réel € > 0 et un réel a ~ 0 positif.! Posons sq = a,
et soit s; le premier instant postérieur a s tel que |£(s1) — &€(s0)| > €/4, s2
le premier instant postérieur a s; tel que [£(s2) —&(s1)| > €/4 et ainsi de
suite.? Notre investisseur choisit @ priori un entier j, et achéte une action a
I'instant s;. Il revend cette action soit au premier instant s postérieur a s;
tel que 7¢(s + ds) — T¢(sj) > @, soit a U'instant s;41, si 7¢(s;j41) — 7¢(s5) < a.
Ensuite, aucun achat n’est plus effectué. Alors, soit (;(t) le gain apporté a
I'instant ¢ par cette stratégie :

(1) =) mi(s) dé(s).

s<t

Comme 7¢(s + ds) = 7¢(s) + ag(s) ds, il vient que 7¢(s + ds) € &, ce qui
fait que la variable n;(s) appartient & ®,. Le processus 1 est donc un -
processus. Nous avons :

2
1605 = E(Z n;(t) d&(t))

teT’

3 (2 (2021 dt)

teT’

ax(

IN

et, suivant 1’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut donc affirmer que

11 ne s’agit 14 que d’une expérience de pensée pour établir un résultat général sur les
processus stochastiques, et en aucun cas d’un exposé sur une pratique financiére. Il est
impossible pratiquement de choisir une valeur infinitésimale. (NdT)

*L’ensemble des instants s; dépend donc de la trajectoire qu’observe l'investisseur.
(NdT)
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FiG. 13.1 — une autre stratégie d’investissement

Les hypothéses que nous avons posées sur ¢ et le théoréme 12.3 nous
disent que, presque siirement, le cour de l'action que constate le spéculateur
est & fluctuation limitée, c’est & dire que presque siirement l’ensemble des
instants s; est de cardinal limité. Nous pouvons donc également affirmer que :

max|; (5)| ~0. (13.1
J ps

Soit M (e, o) ’événement qui marque la présence d’au moins 2 e-fluctuations
au sein d’'un méme intervalle de durée propre inférieure ou égale 4 a. No-
tons que si t; < tg < t3 <ty vérifient |E(t2) — E(t1)] > e et |E(ts) — E(E3)] > &,
alors il y a au moins deux instants s; distincts dans l'intervalle [t1, ¢4] car on
doit en trouver au moins un dans [t1,%2], et au moins un dans [t3,t4]. Par
conséquent, si l’événement M (e, o) se réalise il existe au moins un indice j vé-
rifiant I'inégalité 7¢(sj4+1) — 7e(sj) < o, et de ce fait max; |(;(b)| > /4. Avec
la relation 13.1, ceci nous montre que si ¢ >0 et si a=x0, alors PrM (e, a) ~0.

Soit un réel § > 0. Pour tout naturel non nul n, définissons le réel o,
comme étant le plus grand élément de 'ensemble {|7¢(t) —7¢(s)| : s€T,t€T'}

tel que :
PrM(l,ozn) < i
n 2n

Alors, si n est limité, o, est sensiblement supérieur & 0 (o, > 0).3

Posons N = {J,,cn+ M (%, ). Par construction, PrN < 4. Soit w € N°.
Pour tout naturel n limité, la trajectoire £(.,w) ne présente pas deux %—
fluctuations au sein d’'un méme intervalle de durée propre infinitésimale.
Etant ¢ un réel sensiblement positif quelconque, nous venons de démontrer

le théoréme suivant :

30u bien oy, = p = max {|7¢(t) — 7¢(s)| : s € T,t € T}, dans le cas o p est infinitési-
mal. Ceci ne change pas la suite de la démonstration. (NdT)
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Théoréme 13.1. Soit £ une martingale telle que ||€(b)—&(a)||; K oo. Alors,
presque strement, quel que soit le réel €>>0, on ne peut pas trouver deux
e-fluctuations dans un méme intervalle de durée propre infinitésimale.

On constate que si € est une martingale normalisée, son temps propre est
trivialement équivalent & son temps réel :

VteT,e(t) =t —a,
et I’on a de plus :
1€(b) — &(a)ll; < 11E(B) —E(a)lly = Vb —a

ce qui fait que pour avoir ||{(b) —&(a)]l; < oo, il suffit que |b—a| < oco.
Aussi, sous ces conditions (£ est une martingale normalisée, et |b — a|] € 00),
les conclusions du théoréme (13.1) sont vérifiées. Si de plus en chaque point
de T" x Q le processus d€ est infinitésimal, presque toutes les trajectoires de
& sont continues sur toutes leurs durées. Ceci vient du fait que si ¢; et t9 sont
deux instants tels que [€(t2) — &(¢1)| > 0, il existe nécessairement un instant
t dans Jt1,to] tel que |€(t1) — £(t)] > 0 et [£(t2) — £(t)] > 0.* Le théoréeme
(13.1) admet donc le corollaire suivant :

Corollaire. Presque toutes les trajectoires d’une marche aléatoire de Wiener
sont continues sur toute leur durée.

Nous voulons maintenant traduire la donnée relative aux durées propres,
telle qu’on la voit apparaitre dans le théoréme (13.1), en une donnée relative
aux durées ordinaires.

Théoréme 13.2. Soit £ un processus stochastique tel que (b — a) soit appré-
ciable, et tel que ag soit L1 sur T' x Q. Alors, presque sdrement, le temps
propre T¢ est absolument continu. En particulier, presque sidrement, tout in-
tervalle de largeur infinitésimale est de durée propre infinitésimale.

Démonstration. 11 vient du théoréme de Fubini que presque toutes les tra-
jectoires t +— ag (t) sont L' sur T". Par le théoréme de Radon-Nykodim, ceci

implique que presque sGrement 7¢ est absolument continu (en effet, dd% = og
et (b —a) > 0). La conclusion du théoréme vient simplement du fait qu'une
fonction absolument continue est partout continue. O

“Et si ¢; ~ t2 on observerait deux e-fluctuations (¢ > 0) au sein d’un intervalle de
durée propre infinitésimale. On sait que les trajectoires qui ont cette particularité sont
rares. (NdT)
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Soit T un sous-ensemble fini de R, et une fonction £ : T'— R. Pour tout
point s de T", nous dirons que s est un e-saut de & lorsque |dé(s)| > €, et
nous dirons que s est un saut de & lorsqu’il existe un réel € > 0 tel que s soit
un e-saut de £. Si s est un saut de £, avec ds = 0, et si t = s, alors ¢ est une
discontinuité de £. Nous dirons que ¢ est une discontinuités de type “saut” de
¢ ¢'il existe un unique saut de &, s, tel que t ~ 5.

Théoréme 13.3. Soit T un sous-ensemble fini de R, et soit une fonc-
tion £ : T — R telle que, quel que soit le réel € > 0, il nexiste pas deux
e-fluctuations au sein d’un méme intervalle de largeur infinitésimale. Alors :

e sit est une discontinuité de &, t est une discontinuité de type saut;

o si s est le saut de £ tel que s = t, alors & est continue a gauche en t si
et seulement sit < s, et £ est continue a droite en t si et seulement si
s<t;

o si tous les accroissements de & sont infinitésimauz, & est partout conti-
nue

e on ne peut pas trouver deur sauts de & infiniment proches l'un de
Uautre ;

e si(b—a) < oo, alors quel que soit le réel € > 0, il n’y a qu’un nombre
limité de e-sauts ;

Démonstration. Soit ¢t une discontinuité de . C’est & dire que l'on peut
trouver t; et to équivalents a ¢, avec t; < ta, tels que |€(t2) — €(t1)| > d pour
un certain réel § > 0. Soit s le premier instant postérieur ou égal & %1, tel
que |&(s + ds) — &(t1)] > 6/2. Les hypothéses que nous avons émises sur &
imposent que [£(s + ds) — &(t1)| = 6, et que |£(s) — &(t1)] = 0. De ce fait,

|€(s + ds) —&(s)| 2 9, et nous voyons que s est un g—saut. Donc ¢ admet

un saut s équivalent a t, et tel que ds < (to — t1) = 0, ce qui fait de ¢ une
discontinuité de type saut. Les assertions suivantes coulent de source. O

Les théorémes (13.1) & (13.3) nous fournissent le résultat suivant :

Théoréme 13.4. Soit £ une martingale telle que (b — a) soit appréciable,
et telle que O'g soit L' sur T' x €. Les conclusions du théoréme (13.3) sont

valables pour presque toutes les trajectoires de &. ©

En mettant en ceuvre le principe d’extension généralisé, on montrerait
également sous ces hypothéses que presque stirement il existe une séquence
de points (s;) de T, telle que s est un saut de ¢ si est seulement si s = s;
pour un indice ¢ standard.

Et ds infinitésimal. (NdT)
%Si of est L' sur T' x , alors [|£(b) — £(a)||; < co. (NT)






Chapitre 14

La condition de Lindeberg

Nous dirons qu’un processus stochastique & remplit la condition de Lin-
deberg (approchée) s'il vérifie la propriété suivante :

Ve 0,EY dit)? ~ EY de(t)”. (14.1)

teT" teT’

Dans le cas d’une martingale normalisée, la partie gauche de cette relation est
égale & (b — a). Une marche aléatoire de Wiener remplit toujours la condition
de Lindeberg, car les deux membres de 1’égalité sont rigoureusement égaux.
En revanche, une marche aléatoire de Poisson ne la remplit pas, car dés que
€ < 1, le membre de droite est nul.

11 est possible de construire une martingale normalisée de la maniére sui-
vante. Considérons une séquence z1, - - - ,z, de v.a.r. indépendantes (v =~ ),
de moyennes nulles, et vérifiant Vk € [1,7],0 < Exi < 00. Posons :

n
Vn € [1,v],s, = ZE:E% ,
k=1

et admettons que s, = oco. Soit 1" I’ensemble suivant :

T = {Z—§ in € [1,1/]}.

L’ensemble T est clairement un quasi-intervalle, avec a = 0, et b = 1. Défi-
nissons maintenant le processus ¢ indexé par T ainsi :

n 1 ¢
VteT, (t:%) — (5(15):;;;5,6).
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Alors, ¢ est une martingale! normalisée, que nous appellerons la martingale
normalisée associée & la séquence z1,--- ,xz,. Cette martingale satisfait la
condition de Lindeberg approchée si et seulement si :

LS g (o)
V€>>O,gZEzk” ~ 1. (14.2)
k=1

La propriété 14.2 est trés similaire & la forme habituelle de la condition de
Lindeberg,? mais I’expression 14.1 portant sur la martingale associée est plus
parlante.

Théoréme 14.1. Soit & un processus stochastique satisfaisant la condition
de Lindeberg. Alors, sur presque toutes les trajectoires, chaque accroissement
d€(t) est infinitésimal.

Démonstration. Soit € > 0. On a :

0~ By (de(t)? - dg(t)<5>2) =33 Npragen (V)

teT” teT’ |A|>e
> g2 S 22 .
>e g:TIPrﬂdf(tﬂ >e}>e Pr{%%ug(m > 5}

Comme €2 > 0, il s’ensuit que Pr{max;cq |[dé(t)| > €} = 0, et ¢ étant arbi-
traire, le théoréme 7.1 nous permet de conclure que max;cr [dé(t)| =0. O
ps

Théoréme 14.2. Soit & une martingale indexée par T tel que (b— a) soit
appréciable, telle que 02 soit L' sur T' x Q, et vérifiant de plus la condition
de Lindeberg. Alors presque toutes les trajectoires de & sont continues.

11 faut se souvenir (chapitre 9) qu’une somme d’accroissements indépendants et de
moyennes nulles forme une martingale. (NdT)

*La version classique de la condition de Lindeberg est la suivante : soit un n-uplet
(z1,+-+ ,2n) de v.ar. de moyennes nulles et de variances o} finies. Soit s, = 3.1, 07 la
variance de la variable S, = Y7 | x;. Posons :

n 2
Tk
An(e) = ZE<(5_) X{|zk/8n>s}>-
k=1 n

La condition de Lindeberg exige :
Ve >0, lim A,(e) =0.
n—00

(NdT)
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Démonstration. Ce résultat découle immédiatement des théorémes 14.1 et
13.4. O

Nous définissons la variation quadratique g¢ d'une fonction § : T — R de

la maniére suivante :
def
1)< de(s)”
s<t

Lorsque T est un quasi-intervalle et que & est une fonction suffisamment
réguliére, la variation quadratique de ¢ est infinitésimale. En revanche, si &
est une martingale, on a Eqg(t) = ||£(t) — &(a) ||§, si bien qu'il faut s’attendre
dans ce cas & voir des trajectoires de variation quadratique appréciable.

Souvenons nous des exemples de trajectoires typiques des marches aléa-
toires de Poisson et de Wiener, illustrés par la figures 12.1. Nous avons re-
présenté sur la figure 14.1 les variations quadratiques correspondantes. On
remarque que dans le cas de la marche aléatoire de Wiener, mais pas dans
le cas de celle de Poisson, la variation quadratique est indépendante de la
trajectoire. Afin de comprendre la connexion entre ce phénomeéne et la condi-
tion de Lindeberg nous allons commencer par établir un lemme de troncature
similaire au théoréme (10.3).

Théoréme 14.3. Soit £ une martingale qui remplit la condition de Linde-
berg. Pour a > 0, on définit la martingale &, ainsi :

fula) = €(a),
Vi e T dealt) = de()(® — By (de()®),

de manieére que V(t,w) € T' x Q, |d€y(t,w)| < 2a.. Alors, il existe un réel in-
finitésimal o tel que presque toutes les trajectoires possédent les propriétés
sutvantes :

Calt) = &(b);
VieT, ge, (1) = qe(t);
Téa (t) ~ Té(t).

Démonstration. Nous savons que maxicr |[d€(t)| =0, grace au théoréme
ps

(14.1). Le théoréme 7.1 nous garantit que, pour un réel infinitésimal «
suffisamment grand, Pr{maxicr |d{(t)| > a} =~ 0. De ce fait nous pouvons
écrire :

ps:Vte T, &%) )+ > de(s) .

s<t
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Marche de Poisson Marche de Wiener

Fi1G. 14.1 — variation quadratique

Il s’ensuit que pour montrer que Vi € T, &,(t) =~ £(t) pour presque toutes les

trajectoires, il suffit de montrer que ), 7 [Ey d§ (t)(a)‘ ~0, ce qui revient &
ps

démontrer que E Y, ‘Et de (£)(@
Nous avons, du fait que E;dé(t) =0

EZ‘Etdg EZ‘Et(dE — @@ )‘

teT”’ teT”’
<BY Bildg() - det)
teT’
< EZ (dg — dep)@ )
teT”

En effet, soit [d¢(t)| < « et dans ce cas :

0= |de(t) — de()@| =~ (deqey? — @z @”?),

soit |d§(t)| > a et dans ce cas :

[de(t) — de(0)@| = lag (o)l < ~lae)? = — (de(e)? — de)@”).

Si « est appréciable (a>>0), ZEY, (df(t)2 - d{(t)(a)Q) est infinitési-
mal du fait de la condition de Lindeberg. Donc ’ensemble des réels :

{x By ‘Et de() @] < x}
teT”
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contient tous les réels positifs appréciables. Il contient donc un réel infinité-
simal o que nous pouvons choisir suffisamment grand (principe de Cauchy).

On voit également que ), ;v (al{(t)2 — de(t) @ ) 0.3 Or dé,(t)? dif-

2
fere de d¢ ()2 par la quantité (E’tdg(t)(a)) — 2de(t) B, de(t)(©, qui est

en valeur absolue inférieure a 304‘Et dé(t) @], Puisque nous avons montré

que Y e ‘Et df(t)(a)‘ ~ 0, il vient que ps : Vt € T, g¢(t) = ge, ().
Enfin, en suivant le méme raisonnement aprés avoir appliqué 'opérateur
E; a chaque membre, on voit facilement que ps : Vt € T, 7¢(t) = 7¢,(t). O

Théoréme 14.4. Soit & une martingale respectant la condition de Lindebery,
telle que ||£(b) — &(a)||, < 00. Alors, presque sdrement :

Vi€ T,me(t) ~ ge(t).

Démonstration. Le théoréme (14.3) nous montre que l'on peut supposer
Iexistence d’un nombre réel infinitésimal « tel que :

V(t,w) € T' x Q,|dé(t,w)| < a.

De plus, on remarque que (g¢ — 7¢) est une martingale dont la valeur en a
est nulle. Ainsi nous pouvons écrire :

lgg(0) = e ()1 < llag(®) — me(®)ll3 = Y lldae(t) — dre(t)1l3

teT!
- Jao? - s, < X e - - paeor
teT’ teT’ te1’
<a? ) [ = o?[E(b) — Ea)l; = 0.

teT”

Alors le théoréme (11.1) nous permet d’écrire :
VA > 0, PT{I?E&TX lge(t) — Te(t)| > k} ~ 0,
et le théoréme (7.1) nous permet de conclure :
max |ge () — 7¢(t)] ~0.

O

SE‘ZteT, (ds(t)2 - d§(t)<a)2)| =EY,em (d§(t)2 - d§(t)(°‘)2) ~ 0 par la condition
de Lindeberg. (NdT)






Chapitre 15

Maximum des martingales

Commencons par énoncer un théoréme.

Théoréme 15.1. Soit & une sousmartingale. Alors, € vérifie les relations
sutvantes :

APr{max{(t) > A} < EE(b)X{maxe>r < [I€(0)]];- (15.1)

Démonstration. Souvenons nous de la démonstration du théoréme (11.1). Si
¢ est une sousmartingale, alors la relation 11.3 nous donne :

0 < E(E(b) — €(a) = X)X {max (€(t)—€£(a)>A}-

Nous pouvons relativiser cette relation a 1’algébre @, en remplagant E par
E,, et X par n’importe quel élément de ®,. En particulier, si nous remplagons
A par (A — &(a)), nous obtenons :

0 < Ea(§(6) = A)X{maxe(t)>A}
ce qui donne, en calculant ’espérance absolue :
APr{max&(t) > A} < EE(D)X{maxe@)>ry < IEO) ;-
O

On peut suggérer une deuxiéme démonstration pour montrer ce théo-
reme. Posons :

A = {weQ:maxeré(t,w) > A}
A = {weQ:(Et,w) > A) et (Vs <t,&(s,w) <A)}.

99
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Alors, la famille {A;: ¢t € T'} forme une partition de A, et xp, € ®;. Nous
pouvons écrire :

€D, > BED)XA = B _EB)xa, = B Y Ei(£(b)xa,)

teT teT

=EY xaEL(b) > EY xak(t) > EY Axa, = APrA,
teT teT teT

ce qui prouve 15.1.
Le théoréme (11.2) nous apprenait que lorsque & est une martingale,
alors, pour tout réel p > 1,|¢|P est une sousmartingale. Du fait que :

VA > 0,{max [{(t)| = A} = {max [(#)[” > A"}
et du théoréme (15.1), nous avons :
1
Pr{max[€(t)] > A} < = BE@)P. (152)

Si nous avions |[max [{(?)]|, < [[£(b)]],,, I'inégalité 15.2 découlerait immédia-
tement du théoréme de Bienaymé-Tchebychev. Cela n’est cependant pas vrai
en général, mais nous avons quand méme 1’inégalité remarquable suivante :

lmax @)1, < P'IE®)I,

dans laquelle p € ]1,00], et p’ est 'exposant conjugué de p. Ce résultat est
une conséquence du théoréme (15.1) et du théoréme (15.2) suivant :

Théoréme 15.2. Soient x et y deuz v.a.r. positives telles que :
1
VA > O,Pr{y > )\} < XEJ:X{QZ)\}'
Alors, pour toute valeur p € |1,00], d’exposant conjugué p', nous avons :

yll, < p'llzl,-

Démonstration. Lorsque p € ]1, 00[, nous avons les relations suivantes :

+o0
WE=Ep= 3 Npr,0) = / P dPr{y > A}
Ae{y(w)wen} 0

+00 +oo
= / pAP T Pr{y > A} dA < / PN T2 ETX (50} dX
0 0 B
Y p—2 b p—1 ’ p—1
_ E(;I;/O PA d,\> = By <o al, [l

! -1
= pllall, |77 = #'llel, ol -
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Le cas p = oo s’en déduit en faisant tendre p vers co.! O

'l est possible de vérifier directement que max x(t) > max y(t). (NdT)






Chapitre 16

La loi des grands nombres

Pour une raison ou pour une autre, les probabilistes préférent dire “loi
des grands nombres” plutdt que “loi des moyennes” qui est pourtant plus
expressif. Car c’est pourtant bien sur les propriétés des moyennes

Tty
N n

Yn

d’une suite de v.a.r. que cette loi porte.
Soit z1,--- ,z, une séquence de v.a.r. indépendantes de moyennes nulles

et de variances égales & 1. Soit @, ’algébre de v.a.r. engendrée par les va-
. 1+ Ty
riables z1,: -+ , Ty, et posons y, = —— . Nous voyons que :
n

it +Tppr Tt + Ty Yn ZTn+1
Yn n+1 n n+1+n—|—1 ( )

Comme les variables x; sont indépendantes entre elles, E,z,11 = Ezpiq1 =0,
et de ce fait :

Y
Dyn = —=i
N Tn+1
dyn = ’I’Lrjl- 1
Lorsque n ~ oo, ||yn||§ = % ~ 0, si bien que conformément & l'inégalité de

Bienaymé-Tchebychev on a g, =~ 0. C'est a dire que la séquence (;);c (1, 0}
ps bl bl

converge en probabilité vers 0. Ceci constitue la loi faible des grands nombres.
Nous allons également prouver la loi forte des grands nombres, qui dit que
la séquence (y;);c {1, v} converge presque stirement vers 0.
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Afin d’effectuer cette démonstration, remarquons d’abord que :
1
(n+1)v/n’

.. . , . —1 [N .
ce qui indique que la série Y.~ ||Dyy||; converge. La deuxiéme assertion
du théoréme (10.1) nous permet d’en conclure que le processus prédictible
associé a (1;) ;¢ {1, v} converge presque stirement. De plus, la série

b b

1Dynlly < Dyall, =

v—1 v—1
S il =3
Ynllg = 3

n=1 n=1 (n + 1)
converge également, d’olt 'on déduit conformément & la premiére asser-
tion du théoréme (11.3) que la martingale associée a (y;);c(y,... , converge
presque sfirement. En faisant intervenir ici la loi faible des grands nombres,
on voit que (¥;);¢ {1, v} converge presque sirement vers 0.

) )

Nous venons d’établir la loi forte des grands nombres dans le cas que
nous évoquions au commencement du chapitre 4. Nous sommes cependant
en mesure de montrer des résultats plus forts. Il apparait que dans la dé-
monstration que nous venons de dérouler nous n’avons pas réellement fait
usage de I’hypothése d’indépendance des v.a.r. x;, mais nous avons plutot
utilisé le fait que ces v.a.r. étaient les accroissements d’une martingale.

Théoréme 16.1. Soient les v.a.r. x1,+++ ,x, constituant les accroissements
d’une martingale. Alors :
v
o Ex? 1+, .
(i) s E - converge, alors ———————— converge presque sirement vers
1 n
1=
0;
14
Ex? 1+ -+ Ty
(ii) si 5 >+ < 00, alors ——————— est presque strement a fluctuation
i n
=1
limitée.

Démonstration. Posons :

1 n
Yn = szz
=1
n

Zj
zZn = -
. K3
=1

si bien que

1 & n+1
==Yy 16.2
Yn nj:1z] + - Zn ( )
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(ce que l'on voit facilement en développant chaque terme en z;). On convient
que zp = 0. La séquence (z;);c {0, w} forme une martingale et :

v
Ex?
ol =32 =5 < oo.
i=1

D’apres le théoréme (11.1), le long de presque toutes les trajectoires chaque
zp, est limité. Dans le cas (i) que nous voulons démontrer, la premiére as-
sertion du théoréme (11.3) implique que (2,),,¢ {0, v} converge presque si-
rement. Dans le cas (i), le théoréme (12.3) implique que (25),cqg,... ,} ©St
presque stirement & fluctuation limitée. Il s’ensuit que nous aurons achevé la
démonstration si nous pouvons prouver les deux énoncés suivants :

(I) si la trajectoire z, est limitée et convergente, alors la trajectoire y,
converge vers 0;

(IT) sila trajectoire zy, est limitée et & fluctuation limitée, alors la trajectoire
Yn est & fluctuation limitée.

Commencons par démontrer (I). Soit n & co. Comme z,, est limité,

n+1
n

Zn R Zp N 2.

Soit € > 0. Définissons ’entier k comme étant le plus grand entier inférieur &
v tel que |z — z,| > € (dans le cas o un tel indice n’existe pas, nous convien-
drons que k = 0). Alors k < oco. Pour tout indice j, |z;| < oo et comme n
est illimité, on a :

De ce fait :
1 n
— E zj —zy| S e.
n
=1

Comme le réel € > 0 est arbitraire, la partie droite de 1'égalité 16.2 est
presque égale & —z, + z, = 0 . Ceci conclut la preuve de (I).

Démontrons maintenant (IT). On remarque que dés que n = 00, z, /n =~ 0.
Ainsi z,, /n converge vers 0, et est donc a fluctuation limitée. On peut montrer
grace a l'inégalité triangulaire que la somme de deux suites & fluctuation
limitée est elle-méme & fluctuation limitée. Il s’ensuit que "T“zn =zn + %zn
est & fluctuation limitée.
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Posons w,, = %2?21 zj. Il nous suffit de montrer que w, est a fluctua-
tion limitée. Pour cela, reprenons les notations du chapitre 12. Suivant la
démonstration du théoréme (12.3), on sait que si wy, n’est pas a fluctuation
limitée, il existe deux réels A\; < Ay tels que wy, franchit Uintervalle [A1, Ag]
un nombre illimité de fois. Comme dans le chapitre 12, définissons pour la
séquence wy, une suite d’indices s1,t1, 82, %2, etc. (voir la figure 12.3). Si la
suite wy, franchit dans le sens croissant lintervalle [A1, Ag], il existe néces-
sairement un indice j; € [s1,%1] tel que zj, > Ao. De la méme maniére, si un
nouveau franchissement en sens croissant se produit, on doit avoir un indice
k1 € [t1, s9] tel que zg, < A1. On voit par 1a que si w, présente [ franchisse-
ments dans le sens croissant de [A1, A2], z,, doit en présenter au moins § — 1.
Ceci interdit a 8 d’étre illimité, car z, est & fluctuation limitée, et conclut la
démonstration de (II). O

Voici un exemple ot nous sommes dans le cas (ii), mais pas dans le cas
(i). Définissons une séquence (%i);cyy ..., de v.a.r. de la maniére suivante :

ez, =0sin<v;

¢ z, = +v avec une probabilité de 1/2, et —v avec une probabilité de

1/2.
Ainsi, >0, EE? = 1. La moyenne de y, est nulle pour tout n < v, mais y,
vaut +1 ou —1 avec une probabilité de 1/2.

Dans le cas (ii), le fait que n soit illimité n’implique donc pas nécessai-
rement que ¥, soit infinitésimal. En revanche, lorsque n est limité, les y,
doivent avoir tendance & devenir et & rester en valeur absolue inférieurs a
n’importe quel réel appréciable € > 0. En effet, d’apreés le théoréme (6.1), si
Yo ng < 00, il existe un indice illimité p < v tel que > &, Elaﬁ converge.
Nous nous retrouvons ainsi dans le cas (i) appliqué & la séquence ()¢ ..
et nous savons alors que (y;);c {1, ,u} COTLVErge vers 0.

Il est possible de généraliser le théoréme (16.1) & des exposants p diffé-
rents de 2, mais la démonstration repose sur une méthode de troncature qui
permet de se ramener au cas p = 2.

'hu}’

Théoréme 16.2. Soient les v.a.r. x1,--- ,x, constituant les accroissements
d’une martingale, et soit un réel 0 K p < 2. Alors :
14
. ) E|a:i|p 1+ -+ xp .
(i) si E — — converge, alors ————— converge presque sdrement
)
i=1
vers 0 ;

oy Bl Ti 4+ Ty \
(i) si Z i KL 00, alors — est presque strement o fluctua-
=1
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tion limitée.

Démonstration. Montrons d’abord le résultat préliminaire suivant. Dans les
deux cas, nous sommes assurés que :

ps: de K oo,V € [L,v],|z,] < cn.

1
En effet, soit € > 0, posons a =3, ; E\Zm’ ainsi que ¢ = (%)?. Comme
a K oo et p> 0, il s’ensuit que ¢ € oo. Appliquons I'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev :

14
Pr{3n € [1,v],|zs| > cn} < ZP’T‘{l.’Bnl > cn}
n=1
14

Comme € > 0 est arbitraire, cela prouve ce résultat préliminaire.
Convenons de dire, & partir de maintenant, qu'une séquence de v.a.r.
fonctionne lorsqu’elle converge presque siirement vers 0 dans le cas (i),
ou lorsqu’elle est presque sirement a fluctuation limitée dans le cas (ii).
D’apres le résultat préliminaire que nous venons de prouver, il suffit pour
montrer le théoréme (16.2) de prouver que pour tout ¢ < oo la séquence

(©), (20) _ _(ne) . _
i n+ tTn _ fonctionne. Les variables (:B%nc) —En_lxsbnc)> sont forcé-

(nc)

ment les accroissements d’une martingale, bien que les variables z; ' ne

constituent pas forcément de tels accroissements. !
Nous avons les relations suivantes :

i 1<wn—w<m>>ul

—Z > Alpra, (A

|)\|>nc

A"
<Z Z PP~ ey w"(A)

n= 1|)\|>nc
v
1 E|$n|p
< E .
— cpl np
n=1

'En convenant que Eo = E. (NdT)
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(ne)

Donc, d’aprés les théorémes 11.3 et 12.3, la série > ., E"*% converge

presque siirement dans le cas (i), et est presque stirement a fluctuation limitée
dans le cas (ii). Dans les deux cas, on a :

EnflmgLnC)

ps:Vn € [1,v], < 00.

En réutilisant les résultats (I) et (II) que nous avons montrés lors de la

démonstration de (16.1), nous voyons que la séquence
Boz\” + B2l + -+ Ey_ya

n

fonctionne. Il nous reste donc & prouver que la séquence des moyennes succes-
sives de (m%m) — En_lwgw)) fonctionne.? Vérifions que cette séquence vérifie

les hypothéses du théoréme (16.1) :

) E(xslnc) _ En_lx%"c)y
2

2
=1 n

=3 5 3 )

n=1"" [X<nc

n

v ppne)?
<>
n

n=1

et du fait que p < 2:

v

1 1 AP
DT DEINCEMIVES gt M%C (n'c)'p_an(A)

n=1 ‘A|Snc n=1

1 1
p
cP—2 Z ﬁ Z |)\| p,rm"()\)
n=1 [A|<ne

v

1 E|z,|P
S cP‘Z 2:1 npP ’
n=

Ce qui conclut la démonstration. O
Corollaire. Soient z1,--- ,xz, les accroissements d’une martingale, et soit
p > 1. Si chaque |zn|, est limité, alors la séquence
T4t T,
n

converge presque strement vers 0.

(mgc),Eomgc))+--.+($£an)fEn_190$1nc)

n

) (NdT)

2C’est a dire la séquence
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Démonstration. On peut admettre sans perte de généralité que p < 2.3 Po-
sons M = maxyc[1 ] [|Znll,- Le réel M est limité, du fait qu’il existe un indice
i tel que M = ||z p- Ceci nous montre aussitot que les hypotheses du théo-
réme (16.2) sont vérifiées. O

Notons que pour p = 1, le théoréme (16.2) est trivial. Ce résultat parti-
culier découle du théoréme (10.1) ainsi que des résultats (I) et (II) montrés
précédemment, et ne nécessite méme pas que les z,, soient les accroissements
d’une martingale. En revanche, le corollaire est faux pour p = 1, comme peut
nous en convaincre le contre-exemple suivant.

Pour n =3,--- ,v, considérons une séquence de v.a.r. z,, indépendantes
et vérifiant les propriétés suivantes :

1 .
PT{.’En = n} - m,
1 1.
PT{.’L‘H = O} = 27 Znlogn’
__ 1 1
Pr{xn = —logn} 5
Alors, pour tout n, Fz, =0, et ||z,|; = @. On voit que chaque variable

T, est L', et de plus que (n = 00) = (||zn||; = 0). La version cardinale du
théoréme de Borel-Cantelli (deuxiéme assertion du théoréme (7.4)) nous dit
que, presque partout, il existe un nombre illimité d’indices n tels que z,, = n.
Donc, presque partout, il existe un nombre illimité d’indices n tels que :

n—2 ~log3

Ainsi, presque partout, ¥, ne converge pas vers 0. On peut voir, en utilisant
la relation (16.1), que presque partout y, est a fluctuation illimitée.

Le théoréme suivant montre qu’il y a un cas important, celui d’une suite
d’observations indépendantes d’une méme v.a.r., pour lequel la loi forte des
grands nombres s’applique moyennant des hypothéses de type L!.

Théoréme 16.3. Soit x une v.a.r., et soient x1,--- ,x, des v.a.r. indépen-
dantes suivant la méme loi de probabilité que .
o an T+t .,
(i) Siz est L', alors =————™ converge presque strement vers Ex.
n

(i) Si ||z|; € oo, alors ?

limitée.

1+ +zy ., . .
—————— est presque sidrement & fluctuation
n

*Car si p > 2, ||znll, < ||znll,. (NAT)
1

4Minorer brutalement, en supposant que z, = n, et z; = —iogn bour i < m. (NdT)
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Démonstration. Nous allons procéder de la méme maniére que pour le théo-
réme (16.2), mais des différences apparaitront par endroit. Nous admettrons
sans perte de généralité que Ex = 0.
Commencons par établir le méme résultat préliminaire que pour le théo-
réme (16.2) :
ps:dec K oo, Vn € [1,v], |z, < cn.

En effet, soit € > 0, et posons :
E|z|
€ )
E, = {weQ:ck<|z(w)] < e(k+1)}.
Nous avons les relations suivantes :

Pr{3n € [1,v], |z,| > nc} < ZPT‘{|$n| > nc}

n=1

= ZPT{|$| > ne} = Z ZP’/‘Ek

n=1k=n

oo min (k,v)

= Z Z PrE; < ZkPrEk
- ZA: [Alpra(A) = EEIw\ = ¢,

| /\

ce qui démontre le résultat intermédiaire.

Il découle de ce résultat qu’il nous suffit de montrer que pour tout
2 422 4 4 ()
n

¢ < oo la séquence fonctionne pour prouver le théoréme.

Nous avons :
Ez(") = Bg(re) = E(x("c) - 3:),

ce qui nous montre que :

Z |’\|p'rzc(’\)

[A|>nc

‘Exslnc) <

De plus, pour n < m, nous avons :

Exv(an) E.T me)

‘Em"c) Ex<mc>‘< 3 pra(V)
ne<A<me
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(nc)

ce qui montre que la séquence de variables Ez, ’ est toujours limitée, et

(e) (2¢) (nc)
quelle fonctionne. Il s’ensuit que la séquence —= +hTy n+ 0% fone-

tionne, ce dont on peut se convaincre en suivant les mémes raisonnements
que pour montrer (I) et (II).

Il nous suffit donc de montrer que (x%nc) — E'a:gw)) vérifie les hypothéses

du théoréme (16.1) (c’est ici que la condition sur l'indépendance des va-
riables x,, intervient, elle permet d’utiliser les espérances absolues plut6t

(nc)

que les espérances conditionnelles pour voir que les (a:n — Ew%nc)) sont les

incréments d’une martingale). Or, soit m tel que @ > 2. Nous avons :

v E(w%”c) — E:c%”c))2 v Bgnc)?

> e SZT

n=m n=m
1
= Z 2 Z /\2prz()\)
n=m  |A<nc
1
2
= z Aprz () Z )
A€x($2) n>max (m,%)
v 1 v 1
2 2
< Z Apra(A) Zﬁ + Z Aprg(A) 3
[Al<vm n=m IA|>v/m n=L1
1 1
2 2
A <vm IAI>ym ¢
vm
Sm Z [Apra(X) + Z 2¢| A|prz(N)
A€z () Al>vm

ce qui nous donne dans le cas (i) une valeur infinitésimale si m = oo (mon-
trant par 1a la convergence de la série), et dans le cas (ii) une valeur limiteée.
D’ou le résultat. O

Soient z1,--- ,z, et x des v.a.r. que I’on ne suppose pas forcément définies
sur le méme espace probabilisé. On dira que la famille {z1, ..., z, } est dominée
en distribution par x lorsque :

Ja<koo,V¥n € [1,v],Vk € N, Pr{k < |z,| < k+ 1} < aPr{k < |z| <k +1}.

De maniére évidente, on est dans ce cas si chaque variable z1, - - - , z, posséde
la méme distribution de probabilité que z. En revanche, dans le contre-
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exemple que nous avons donné précédemment dans ce chapitre, il n’existe
aucune variable aléatoire dominant en distribution la famille {z3,--- ,z,}.
Soient z1,---,z, des v.a.r. indépendantes, de moyennes nulles, et do-
minées en distribution par une variable z. Si on relit la démonstration du
théoréme (16.3), on constate que chaque argument reste valable dans le cas
plus général présent, & l'exclusion de I’estimation de ‘Ex%m) — Ew%n | uti-

lisée dans le cas (ii). Nous avons donc le théoréme suivant :

Théoréme 16.4. Soit x une v.a.r. et soient x1,--- ,x, des v.a.r. indépen-
dantes, de moyennes nulles, dominées en distribution par x. Alors, si x est
L', la séquence w converge presque sidrement vers 0.

Donnons un contre-exemple afin de montrer que ’assertion (ii) peut étre
fausse dans les conditions du théoréme (16.4). Soit v = oo, et soit u tel que
p/v = oo. Soit x une v.a.r. vérifiant les propriétés suivantes :

Priz=1} =
Priz=1-pu} =

=~ =
==

La variable z n’est pas L!, cependant ||z||, = 2 — % < 00 et Ex = 0. Soient
z},-+- ,z, des observations de z indépendantes. Nous avons :

ps:Vn € [L,v],z], =1.°

Soient z1,-- - ,z, des v.a.r. définies comme étant égales a =, - - - , z!,, sauf que
'on remplace | par 0, on laisse les 2! variables z suivantes inchangées, on
remplace les 3! suivantes par 0, on laisse les 4! suivantes inchangées, et ainsi
de suite. Alors, les variables z; sont indépendantes, de moyennes nulles, et
dominées en distribution par la variable x. La séquence “ﬂlﬂ est presque
partout & fluctuation illimitée bien que ||z]|; < oo.

La loi forte des grands nombres met en exergue le fait que les moyennes
d’un nombre croissant d’observations indépendantes d’une v.a.r. x, w,
finissent par se fixer dans un voisinage de Ez. Cela est vrai lorsque z est L',
conformément & ’assertion (i) du théoréme (16.3). Cependant si nous pou-
vons seulement affirmer que ||z||; <€ oo, la deuxiéme assertion du théoréme
(16.3) ne nous apprend pas grand chose. Elle nous dit uniquement que les
valeurs des moyennes successives ne fluctueront de maniére sensible qu’un
nombre limité de fois. Néanmoins, si ||z||; < 0o, le théoréeme (6.1) appliqué

511 suffit de vérifier que le produit des probabilités individuelles est équivalent & 1.
(NdT)
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& la séquence (E‘w(") |) nous assure l’existence d’un réel a > 0 tel

ne{la"'al/}
que z(®) est L'. Nous pouvons de plus choisir un entier illimité pw < v tel
que :

ps:Vn < p, z, = 2.5
L’assertion (i) du théoréme (16.3) nous dit alors que la séquence Z1E=+2n

avec n < y, converge presque siirement vers Ez(®).
Nous dirons qu'une v.a.r. z est presque L' s’il existe une v.a.r. L' y telle
que z =y, et nous dirons de plus dans ce cas que Ey est une espérance réduite
ps

de z. Soit z une v.a.r. L' telle que z~ . Nous savons d’aprés le théoréme
ps
de Lebesgue que dans ce cas Fy = Fz. Ainsi, ’espérance réduite de x est

unique & un infinitésimal preés.

*Théoréme 16.5. Soit x une v.a.r. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) z est presque L'.

(ii) II existe un réel a = oo tel que Pr{|z| > a} =0 et E‘m(“)| < 0.

(iii) I existe une réel a ~ oo tel que Pr{|z| > a} ~ 0 et z(®) est L.
Démonstration. Comme nous l’avons vu précédemment, le théoréme (6.1)
nous montre que (ii)=>(iii).” L’implication (iii)=>(i) est immédiate. Enfin,
supposons (i). Alors évidemment Va =~ oo, Pr{|z| > a} ~ 0. Soit y une v.a.r.

L! telle que z~y, et soit K un réel tel que E|y| < K < oo. Supposons que
ps
Va = oo, E|w(a)‘ ~ 00. Alors, ’ensemble {u >0: E‘w(“)| > K} contient tous

les réels positifs illimités, donc il contient au moins un réel positif limité a

d’apreés le principe de Cauchy. Or, ‘w(“)| < |z| ~|y|. Comme z(®) est L', ainsi
ps

que v, il s’ensuit grace au théoréme de Lebesgue que E|x<a)‘ S Ely| < K,

ce qui est contradictoire. Ceci conclut la démonstration. O

SEn effet Pr{|z| > a} ~ 0, donc Pr{x # w(“)} ~ 0. De plus :

vein, Pr{EIk' <n,z, # x&a)} < nPr{w # x(a)} < %

Donc 'ensemble

{n:Pr{Elk' <n,zn #wg‘)} < %}

contient tous les naturels positifs standards. Il contient donc au moins un entier illimité p
en vertu du principe de Cauchy. (NdT)

"Egalement grace 3 I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, qui nous assure que pour tout
b = oo inférieur & a, E|z®®| < oo (du fait que E|z® < |2(*)| « 00). (NAT)
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Nous avons les implications suivantes :
(z est L') = (||z]]; < 00) = (z est presque L),

mais aucune des implications inverses n’est vraie en général.
Le théoréme suivant est un corollaire de 'assertion (i) du théoréme (16.3)
et du théoréme (16.5) :

*Théoréme 16.6. Soit © une v.a.r. presque L', et soient z1,--- ,x,, avec
v = o0, des v.a.r. indépendanies de méme distribution de probabilité que x.
Alors il existe un entier illimité p < v tel que la séquence mﬂ , avec
1 <n < u, converge presque stirement vers l’espérance réduite de x.



Chapitre 17

Processus quasiment
équivalents

Au chapitre 3 nous avons défini la notion interne d’équivalence entre
processus stochastiques. Nous allons définir dans le présent chapitre la notion
de quasi-équivalence, qui est, elle, une notion externe. L’idée intuitive que
recouvre cette nouvelle notion est celle de processus que 1’on ne pourrait
distinguer que par des moyens d’observation de résolutions infinitésimales.

Souvenons-nous que les trajectoires d’un processus stochastique £ indexé
par un ensemble fini 7' et défini sur un ensemble probabilisé fini (2, pr)
forment un sous-ensemble fini de R”', que nous notons Ag. Si A est un sous-
ensemble fini de R, et si F est une fonction réelle de A, F : A — R, nous
dirons que F' est une fonctionnelle définie sur A. Si F est une fonctionnelle
définie sur A, et si Ag C A, F(§) = F o est une variable aléatoire définie
sur (Q,pr). L’ensemble A est un espace métrique pour la métrique p :

p(A; p) = max |A(t) — p(?)]

et la fonctionnelle F est (quasiment) continue si et seulement si :
V(A1) € A%, (p(A, 1) = 0) = (F(A) = F(p)),
ou, de maniére équivalente, si et seulement si :
VY p) € A%, (Vt € T, \(t) = pu(t) = (F(\) = F(p)).

Nous dirons que F est limitée si VA € A, |[F(\)| < oo. Comme |F| atteint
son maximum (A est fini), cela est équivalent a écrire maxycp |[F(A)| < oo.

115
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Soient ¢ et n deux processus stochastiques indexés par le méme ensemble
fini T', mais éventuellement définis sur deux espaces probabilisés distincts.
On peut remarquer que & et n sont équivalents si et seulement si on a
EF (&) = EF(n) quelle que soit la fonctionnelle F' (définie au moins sur
A¢ A, mais si les processus sont équivalents, on a Ag = A,). Nous di-
rons que & et 7 sont quasiment équivalents dés que EF(§) = EF(n) quelle
que soit la fonctionnelle F' limitée et continue définie sur Ag (J Ay.

Théoréme 17.1. Soit & un processus stochastique défini sur (2 x pr). Sup-
posons de plus que 0 soit muni d’une seconde structure d’espace probabilisé
par la donnée d’une seconde densité de probabilité pr' telle que

Z ‘pr(w) —pr'(w)‘ ~ 0.

weN

Notons par &' le processus & considéré comme un processus stochastique sur
Uespace (Q x pr'). Alors & et & sont quasiment équivalents.

Démonstration. Soit F une fonctionnelle limitée définie sur A¢. Nous avons :

|EF(€) = E'F ()] < ) [FEW)|pr(w) —pr'(w)]

weN

< max | F| Z |pr(w) — pr'(w)]
we

d’ou le résultat. O

Théoréme 17.2. Soient £ et n deur processus stochastiques indexés par T
et définis sur le méme espace probabilisé fini. Si l'on a :

ps:Vt e T, E(t) = n(t)
alors & et n sont quasiment équivalents.

Démonstration. Si F est une fonctionnelle limitée, F(£) et F(n) sont L', et
si F est continue, F(§) = F(n). Par le théoréme de Lebesgue, nous pouvons
ps

donc écrire EF(§) = EF(n), ce qui conclut la démonstration. O

Dans le théoréme suivant, A désigne indifféremment une formule interne
ou externe. Ce théoréme va nous rassurer sur le fait que la définition de la
quasi-équivalence que nous avons adoptée correspond bien au concept intuitif
que nous voulions obtenir.
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Théoréme 17.3. Supposons que :
V(A 1) € A% (p(A, p) = 0) = (A(N) & A(w)).

Soient £ et n deur processus stochastiques quasiment équivalents, tels que
AcUA, CA. Alors :

(ps : A(£)) <= (ps: A(n)).!

Démonstration. Sans sacrifier la généralité du propos, on peut admettre que
& et n sont définis respectivement sur A¢ et A;. Supposons A({) presque
partout. Il nous faut montrer que dans ces conditions on a A(n) presque
partout.

Soit € > 0. Il existe un sous-ensemble ® de A¢ tel que :

P’f‘gq) > 1-— g,
VA e d, A(N).

Pour tout réel 8 > 0, définissons sur A la fonctionnelle Fg de la maniére

suivante : .
VA€ A, Fy() = (1 _ @) .

Chaque Fj est limitée. De plus, dés que 8 > 0, Fg est continue sur A. Posons
maintenant :
@5 = A e A:p(r, @) < B).

On a évidemment :

VIB > 07X<I>g > Fﬂ > X®,
d’ou 'on déduit :

Pry®g > EFp(n),

EFg(§) > Pre® > 1 —e.

Si B> 0, EFg(n) =~ EFg(&), et il en découle Pr,®g > 1 —¢. Nous avons
donc :
VB> 0,Pr,®3 > 1 — 2¢.

! A peut étre vu comme un procédé de qualification stochastique de processus : £ posséde
une qualité si et seulement si on a presque partout A(€). Dans le cas présent, A n’est pas un
moyen de discrimination des trajectoires de résolution infinitésimale. Etant donnés deux
processus stochastiques quasiment équivalents, si A qualifie I’'un des processus, il qualifie
également le second. Deux processus stochastiques quasiment équivalents sortent donc de
la limite de résolution de A, ce qui est bien le concept recherché. (NdT)
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Ceci étant vrai pour tout réel 8 > 0, il existe, en vertu du principe de Cauchy,
une valeur infinitésimale de 8 pour laquelle I'inégalité est encore vérifiée. Or,
nous avons, d’aprés les hypothéses :

VB >0,(8~0) = (VX € ®3,A(N)).

Du fait que € > 0 est arbitraire, on en déduit que, presque partout, A(n).
Ceci conclut la démonstration. O

Ce résultat appelle deux corollaires :

Corollaire 1. Soient & et n deuz processus stochastiques quasiment équiva-
lents, et soit F' une fonctionnelle. Si F' est continue en presque toutes les
trajectoires de &, F' est continue en presque toutes les trajectoires de 7).

Corollaire 2. Soient € et n deuz processus stochastiques quasiment équiva-
lents indexés par un sous-ensemble fini de R, T'. Si presque toutes les tra-
jectoires de & sont continues, alors presque toutes les trajectoires de n sont
continues.

Théoréme 17.4. Soient & et n deur processus stochastiques quasiment équi-
valents, et soit F' une fonctionnelle limitée, continue en presque toutes les
trajectoires de £. Alors, EF(§) = EF(n).

Démonstration. On peut supposer, sans perte de généralité, que & et n sont
définis respectivement sur Ag et Ay, et que 1 < F <c <K 00.2 Soit € > 0. Le
corollaire 1 nous assure I'existence d’un sous-ensemble ® de A¢ [J A, tel que :

Pr(®NAg) =
Pr(®@NA,) >

1—¢,
1—e¢,
et tel que F soit continue partout sur ®. Soit G la fonctionnelle définie de la
maniére suivante :
F(X) siAe d;
= i A p)F
G(N) minges (PN W F () ‘o
p(A, @)
A tout élément X de A = A¢|J A, associons deux éléments de @, X\* et X,
tels que :

p()‘axk) = p()\,q)),
pANVF(N) = minges (p(A, p) F (1))

21l suffit éventuellement d’ajouter & F une constante adéquate (par exemple
1+ |minxea F(N)|) (NAT).
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Alors on peut voir que 1 < G < c¢. En effet, si A € &, I'inégalité est triviale-
ment vérifiée. Si A € &, nous avons :

| < PN POY) pOLN)F ()
N p()‘a q)) P()\, (D)

Montrons que, de plus, G est partout continue sur A. Soient A1 et Ay deux
éléements de A tels que p(A1, o) = 0. Si (A1, A2) € ®2, alors

—G(\) < =F(\) <c (17.1)

G(M) — G(A2) = F(A) — F(X2) = 0.

Imaginons que \; ¢ ®, mais que p(A1, ®) = 0. Alors, par définition de A},
et du fait que F > 1, on a p(A1,A]) = 0 Il s’ensuit que p(A}, A]) =~ 0, donc
F(X)) = F()\}). En utilisant la relation 17.1, il vient donc que :

!

p(A1, @)
Ainsi, G(A1) = F(A]). De la méme maniére, G(A2) = F(A3) (& moins que
A2 € @, au quel cas G(A2) = F(A2)). On en déduit que G(A1) = G(A2). Enfin,
imaginons pour finir que p(A;, ®) > 0. La définition de G montre clairement
que dans ce cas G(\1) = G(\2).

Nous avons ainsi prouvé la continuité de G. Nous pouvons maintenant af-
firmer que EG(§) =~ EG(n), les deux processus étant quasiment équivalents.
Or, E|F(¢) — G(¢)| < ce, de méme que E|F(n) — G(n)| < ce. Comme le réel
e > 0 est arbitraire, on en déduit EF(§) = EF(n), d’ou le théoréme. O






Chapitre 18

Théoréme de

de Moivre-Laplace-Lindeberg-
Feller-Wiener-Lévy-Doob-
Erdés-Kac-Donsker-Prokhorov

Soit & un processus stochastique indexé par un quasi-intervalle T' (par
exemple ¢ peut étre la martingale normalisée associée & une séquence de
variables aléatoires, telle que nous ’avons définie au chapitre 14). Nous di-
rons que & est un processus de Wiener (approché) lorsque & est quasiment
équivalent & la marche aléatoire de Wiener définie sur T'. Ce qui suit est une
version du théoréme central limite de de Moivre-Laplace, qui contient :

o le fait, prouvé par Lindeberg, que la condition du théoréme de Linde-

berg est suffisante;

o le fait, prouvé par Feller, que cette condition est également nécessaire ;

o le théoréme de Wiener sur la continuité des processus de Wiener;

e le théoréme de Lévy-Doob qui caractérise ces processus comme étant

les seules martingales normalisées dont les trajectoires sont continues;

e le principe d’invariance de Erdés-Kac, étendu par Donsker et Prokho-

rov.

Théoréme 18.1. Soit & une martingale normalisée, inderée par un quasi-
intervalle, telle que &(a) = 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) €& est un processus de Wiener;

(ii) presque toutes les trajectoires de & sont continues, et £(b) est L? ;

(iii) & remplit la condition de Lindeberg.

121
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Démonstration. Nous allons montrer les implications (i) = (i) = (iii) =
(i)

Supposons (i). D’aprés le corollaire du théoréme (13.1), presque toutes
les trajectoires de la marche aléatoire de Wiener quasiment équivalente & &
sont continues, d’otl 'on déduit, en accord avec le deuxiéme corollaire du
théoréme (17.3), que presque toutes les trajectoires de € sont continues sur
toute leur durée. Montrons maintenant que &(b) est LZ.

Définissons la fonction réelle f. ainsi

A2 si|) <c;

fe(A) = { 2

¢ si|A>e
On peut voir qu’une v.a.r. y est L? si et seulement si :
Ve > 0,3c < oo, Ef.(y) > Ey? —e.!
Si ¢ < 00, fc est limitée et continue, et si nous posons F.(§) = f.(£(b)) , nous

obtenons une fonctionnelle limitée et continue.

Soit w la marche aléatoire de Wiener quasiment équivalente & £. On
se rend compte facilement que w(b) est L2. Ceci ressort par exemple des

'En effet, supposons que y soit L?. Soit & 3> 0. Nous avons :

20 < ¢
— )

Va = oo,E‘y2 -y

donc :

<e.

Je < 00, Bly* — 4@

Or :
Ely® - fe(y)| < E‘y2 -y

Inversement, si par hypothése
Ve > 0,3c < 00, E(y°) < e+ Efo(y),

il est possible d’écrire (en choisissant ¢ = 1) e < 00, E(y?) <1+ ¢*. De plus, soit un
événement M de probabilité infinitésimale. Nous avons :

E(y’xm) = E(y® — fo(y))xm + Efe(y)xum
<ePrM +c’PrM = 0,

et le théoréme de Radon-Nikodym (8.1) nous permet de conclure. (NdT)
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relations suivantes? :

4
E(w(b)4) :E<Z dw(t)) —E Y du(t) dw(u) dw(r) duw(s)

teT’ (tyu,r,s)€T!4

-3 ¥ E(dw(t)de(s)Q) + 3" Edu(t)*

(t,5)€T"® teT”
t#£s
=3 Y dtds+» dt’~3(b—a)’
(t,s)eT"? teT”
t#£s
< 00.

Il vient donc que :
Ve > 0,3c < o0, Efe(w(b)) > b—a—ce,
ainsi :
Ve > 0,3c < 00, Efe(£(b)) > b—a—e = EE(D)? — ¢,

ce qui montre que £(b) est L?. Nous venons de prouver (i) = (ii).
Supposons (ii). £ vérifie I'identité suivante :

b =2 &) dé(t) + > dé(t)?

teT" teT"

Or, £(b)? est L' par hypothése. De méme, le terme 2 orer €(t) dE(2) est L,
comme le montre la majoration suivante de ’espérance de son carré par un
réel appréciable :

E (2 3 e d£(t)> =4EY F (s(t)2 df(t)2>

teT’ teT
=4E ) £(t)’Eudé (1)
teT’
=4E) ((t)?dt=4) (t—a)dt
teT” te1”

~2(b — a)* < .

2Si x est une v.a.r. telle que Ez* < oo, alors z est L>. En effet :
Va =~ 00,a Z Npra(\) < Z Npra(A) <€ oo
A2>a A2>a

ce qui montre que Va = 00, Y y2,, A°pra(A) = 0. (NdT)
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Ainsi, le terme Y, v d§ (t)?, différence des deux termes précédents, est L',

de méme que la variable ), 7 d¢ (t)(s)2 pour toute valeur du réel ¢.
L’hypothése (ii) (continuité de presque toutes les trajectoires) entraine
que lorsque € > 0, presque toutes les trajectoires vérifient 1’égalité suivante :

Do)’ =" de() .

teT’ teT”

Le théoréme de Lebesgue nous permet donc d’écrire, lorsque € > 0 :

EN de)’ =B de(t) 7,

teT’ teT’

ce qui est précisément la condition de Lindeberg. D’oli nous concluons
(il)=(iii).

Supposons maintenant (iii). L’idée sur laquelle repose la démonstration
que (iii)=(i) est simple. Observons sur la figure 18.1 une réalisation du pro-
cessus ¢ aux instants t,, ol € est un réel infinitésimal “trés grand”. Cette
trajectoire va varier entre deux instants ¢, de /¢ ou de —/e environ, et
du fait des propriétés des martingales, accroissements et décroissements sur-
viendront & parts approximativement égales. Les instants ¢, constituent des
variables aléatoires, mais comme la variation quadratique de la trajectoire
(qui vaut presque ne) est & peu prés égale au temps écoulé (¢ — a), deux ins-
tants t, consécutifs se comportent comme s’ils étaient espacés en moyenne
de € 'un de l'autre (ceci n’apparait pas sur la figure 18.1), ainsi la trajectoire
semble étre issue d’un processus de Wiener.

2V o
\/g PN /

FiG. 18.1 — un processus de Wiener
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Nous allons montrer que (iii)=(i) sous une ’hypothése un peu plus faible
qui suppose que & est quasiment normalisé, ce par quoi on entend que £ vérifie
la proposition suivante :

ps:Vt e T,1(t) = t — a.

Gréace aux théorémes (14.3) et (17.2), on ne perd pas en généralité si ’on
suppose :
Ja = 0,V(t,w) € T' x Q,|dé(w,t)| < a.

Soit b tel que b — b = 00, et définissons 1’ensemble T' comme 'union de 7" et
de ’ensemble de tous les réels de la forme :

b—b b—b
btk " k=1,---,m, ot —— 0.
m

Nous généralisons £ & tout ’ensemble T en posant £(t) = £(b) + w(t), w étant
la marche aléatoire de Wiener définie sur T — T. Le processus ainsi étendu
conserve les propriétés que nous avons attribuées au processus original. I.’ob-
jet de cette opération est d’éviter de se préoccuper du fait que les instants
t, peuvent cesser d’étre définis pour le processus original.

Désignons par t — d,t le prédécesseur de ¢ dans T. Nous dirons que &
croise X\ & 'instant ¢ dés lors que :

o s0it £(t — dut) < Aet £(t) > A;

o s0it £(t — dyit) > Aet £(t) < A
Soit € > 0 tel que /e > 2a, et soit v = [”‘Ta} Posons ty = a, et définissons
récursivement ¢,,, pour n = 1,--- ,v, comme étant le premier instant posté-
rieur & t,—1 au quel le processus £ croise un niveau k,+/€ ol k, et un entier
de méme parité que n. Si un tel instant n’existe pas, on convient de poser
tn = b . La figure 18.1 illustre cette définition.

Soit ®, l’algébre de v.a.r. engendrée par la famille {£(¢1),--- ,&(tn)}. Le
processus 9, = £(t,) est une martingale pour cette filtration. Pour voir cela,
choisissons un événement A tel que x4 € ®,. Alors :

Xa(ng1 —hn) = D n(s) dé(s),

seT’

ou 7 est un ®-processus tel que 7(s) =1 si 'événement A est survenu et
si ty < 8 < tpyt, et n(s) =0 sinon. Ainsi, Exa(¢¥nt+1 — ¥n) =0, et comme
cette relation est vraie quel que soit le choix de A dans ®,,, il vient que :

E$n (Ilpn—i—l - wn) =0,
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ce qui établit la propriété des martingales.
Supposons que 0 K € € oco. Alors, presque siirement, 'une des deux in-
égalités suivantes est vérifiée pour tout n < v :

1€ (tnr1) — E(tn) — Vel < 20,

ou

|€(tns1) — E(tn) + Vel < 2.

En effet, la seule possibilité pour qu’aucune de ces inégalités ne soit vérifiée

est celle ol t,41 = b, mais comme (I_) — b) ~ o0, et que ¥ K oo si € > 0, on

voit facilement que presque stirement cette éventualité ne se réalise pas.
Remarquons de plus que ’on a toujours :

Vn < v, [§(tni1) — E(tn)] < Ve + 2a < oo.

Du fait que la moyenne de (£(t,41) — &(t,)) est nulle, il nous est possible
d’écrire :
{ Pr{|é(tns1) — E(tn) — Ve| < 20} = 1/2,
Pr{|&(tnt1) — E(tn) + VE| < 20} = 1/2.

Ces relations sont également valables pour les probabilités conditionnelles
relativement a ®,. Comme € > 0 implique que v < oo, cela signifie que :

1
D Pr{vn <, |E(tnrt) — E(tn) — (—1)”<")\/§‘ < Qa} - 2—,/‘ ~0, (18.1)
ou la somme est effectuée sur I’ensemble des applications de {0,--- ,»v — 1}
dans {0, 1}.

Ici le principe de Cauchy intervient. Comme 1’ensemble :

{€>0 > ‘Pr{Vn <, ‘g(tnﬂ) —E(tn) — (—1)“")\@‘ < 2a} - H < e}

contient tous les réels appréciables, il contient tout infinitésimal suffisam-
ment grand. La relation 18.1 vaut donc encore pour des infinitésimaux assez
grands. Maintenant choisissons € (notre infinitésimal “trés grand”) tel que
e~ 0, a/e =0, et que 18.1 soit vérifié.

Soit la variable aléatoire v(t) définie comme étant le plus grand entier
n < v tel que t, < t. Définissons le processus stochastique ¢ indexé par T' de
la maniére suivante :

v(t)
C(t) = 3 (E(tn) — E(tn-1))? + (E(t) — E(tug))™. (18.2)

n=1
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Alors :
d((t) = dE(t) + 2(€(t) — E(tuwy)) dE(),

si bien que, en posant v = a + 2(y/¢ + a) = 0, nous avons la proposition
suivante :

V(w,t) € Q x T',|d¢(w, t)| < y|dE(t)]-

Par conséquent :

D dC(t) = Ed((t)

teT” teT’

2
< I DN5 <* ) IIdE)Il; =~ 0.

9 teT’ teT!

En vertu des théorémes 11.1 et 7.1, nous avons :

ps: VEET,((t) ~ Y Eod((s) = Y E.dé(s)” ~7e(t) ~ t — a.

s<t s<t

Comme «a/e = 0, il vient que, presque siirement, chaque terme de la somme
figurant au sein de la relation 18.2 est asymptotique & €. Le dernier terme
de 18.2 étant équivalent & 0, nous avons :

ps:Vt € T,((t) = v(t)e,

d’ou :

ps:Vte T, v(t)e =t — a. (18.3)
Soit TI I’espace probabilisé fini de toutes les applications m de ’ensemble
{1,--- ,v} dans l’ensemble {0, 1}, la fonction de probabilité pr étant définie
par :

1
Vr e I, pr(m) = o

Soit we le processus stochastique défini sur (II, pr) et indexé par T tel que :

n<t=a
— £

Du fait des relations 18.1 et 18.3, et des théorémes (17.1) et (17.2), & est
quasiment équivalent & w,. Si & est un autre processus stochastique satisfai-
sant nos hypothéses initiales (en particulier si ¢’ est la marche aléatoire de
Wiener indexée par T'), alors pour un réel positif infinitésimal ¢ suffisamment
grand ¢ et &' sont tous les deux quasiment équivalents & w.. Les processus &
et & sont donc quasiment équivalents I'un & l'autre. £ est ainsi un processus
de Wiener, ce qui établit que (iii)=(i). O
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Posons ici, arbitrairement, un point d’arrét. Bien plus peut étre écrit, et je
souhaite qu’il se trouvera quelqu’un pour réaliser un ouvrage élémentaire sur
les processus stochastiques dans la lignée de ce livre, comprenant également
des exercices et des exemples d’applications.



Annexe

Introduction

Dans cette annexe, nous voulons montrer que les théorémes de la théorie
conventionnelle des probabilités peuvent étre déduits de leurs analogues élé-
mentaires grace & des arguments que 1’on qualifie habituellement de non-sens
généralisé ; aucun raisonnement probabiliste n’apparaitra ici. On illustre ainsi
le fait que la théorie non standard élémentaire des processus stochastiques
peut étre utilisée pour obtenir des résultats conventionnels. Inversement, cela
indique que la machinerie sophistiquée de la théorie classique et les strata-
gémes de ’Analyse Non Standard, nécessaires pour prouver 1’équivalence
entre les résultats élémentaires et leurs équivalents classiques, n’apportent
rien d'important aux probabilités : la théorie élémentaire a le méme contenu
scientifique que la théorie classique. Cette annexe est en quelque sorte une
conclusion autodestructrice.

Nous supposons que le lecteur connait la théorie classique de la mesure,
ainsi que ’Analyse Non Standard dans la formulation de la Théorie des
Ensembles Internes (T.E.I.) au sujet de laquelle il peut se reporter a [1] ainsi
qu’a [5].2

Les axiomes élémentaires du chapitre 4 sont des résultats de la T.E.I.
Les axiomes (1) et (2) découlent du principe de transfert, ’axiome (3) vient
du principe d’idéalisation, et le principe d’induction externe (4) vient du
principe de standardisation. Le principe d’extension généralisé (*5) est un
cas particulier du principe de saturation; on peut se reporter a [3]. Par
conséquent, chaque théoréme de ce texte est un théoréme de la T.E.I.

3La bibliographie figure aprés cette annexe.
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Processus élémentaires voisins

Tous les théorémes des mathématiques classiques sont internes. Ainsi, si
nous voulons démontrer un résultat classique portant sur un processus sto-
chastique, par transfert nous pouvons supposer que le processus est standard.
Ceci implique que ’ensemble des indices et 1’espace probabilisé sur lesquels
et défini le processus sont standard.

Soit &y un processus stochastique standard indexé par Tp, et défini sur
(Q0, So, Prg). Nous définissons un processus €lémentaire voisin comme un
processus stochastique € indexé par T, sous-ensemble fini de T contenant
tous les éléments standard de T, défini sur (Q, Sp, Pro) mais ne prenant
qu’un nombre fini de valeurs distinctes, tel que, & ’exception d’un ensemble
de mesure infinitésimale on observe :

Y€ = &) =0, (1)

teT

et tel que si chaque &y(t) est LP, (avec p > 1 standard, ou p = o0), alors :

> lIE@) = &o@)ll, = o (2)

teT

On peut remarquer que s’il existe une valeur p standard telle que chaque
&o(t) soit LP, alors (1) se déduit de (2) en vertu du théoréme de Bienaymé-
Tchebychev. Soit S la o-algébre engendrée par la famille {£(¢) : ¢ € T'}. L’en-
semble S est une sous-algébre booléenne de Sp. Soit 2 ’ensemble de tous les
atomes de S de mesure strictement positive. Définissons sur (2 la fonction pr
ainsi :
def
pr(w) = Pro(w).

L’espace (2, pr) est un espace probabilisé fini. Nous pouvons considérer le
processus ¢ comme étant défini aussi bien sur (€2, pr) comme nous ’avons
fait dans cet ouvrage, que sur (g, Sy, Pro) afin de pouvoir le comparer a .
Nous ne ferons pas de distinction entre ces deux définitions dans la suite.

Pour obtenir un processus élémentaire voisin, il nous suffit de ne conserver
qu’un nombre illimité suffisamment grand de termes dans le développement
décimal de &y(t) avec ¢t € T. Pour tout réel positif z, et tout entier naturel
n, définissons le réel z[,) comme étant le plus grand réel inférieur ou égal a

z, et tel que :
n
Ty = Z akZ_k,
k=—n

Vk € {-n,--- ,n},a;r € {0,1}.
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Pour z < 0, nous posons ;) = —(—=)p,-

Théoréme A.1l. Soit & un processus stochastique standard. Il eriste un
processus élémentaire voisin de &g.

Démonstration. L’existence de T découle du principe d’idéalisation. Soit
€ > 0 un réel infinitésimal. Soit P ’ensemble des valeurs p de l’intervalle
[1,00] telles que chaque &(t) soit LP. Si P n’est pas vide, alors, par idéali-
sation, il contient un élément po supérieur ou égal & tout élément standard
de P. Du fait du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, pour n
suffisamment grand nous avouns :

> Hfo(t)[n] —&o(?)

teT

<e.

Po

Posons &(t) = &o(t)p,),Vt € T Alors, la relation (2) est vérifi¢e pour toute
valeur standard de p dans P. Ainsi que nous l'avons noté, ceci entraine que
la relation (1) est elle-méme vérifiée.

Dans le cas oil P est vide, posons :

N, = {w € Qo, max [€p(w, t)| > 2"}.
teT

Choisissons un entier n suffisamment grand pour que :
e ProN, <e (ce qui est possible du fait que la suite N,, décroit vers
I’ensemble vide) ;
e 7 est supérieur au cardinal de T';
e n27 "< e
Posons ici encore §(t) = &o(t)},), Vt € T Alors, la relation (1) est vérifiée, car
sauf sur N, nous avons [£(¢) — &(t)] <27 O

11 est visible que, par construction, les variables £(t) sont indépendantes
si les variables &(t) le sont. Si & est une martingale, il nous faut modi-
fier un peu la méthode de construction de ¢ afin d’obtenir une martingale
élémentaire.

Théoréme A.2. Soit &y un processus stochastique standard indexé par un
sous-ensemble de R, Ty, dont chaque composante est L', est qui est soit une
surmartingale, soit une sousmartingale, soit une martingale. Alors, il existe
un processus €lémentaire voisin disposant des mémes propriétés.

Démonstration. Choisissons un sous-ensemble fini T" de Ty, contenant tous
les éléments standard de 7. Nous allons mettre en ceuvre les notations
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(T',dt,a,...) que nous avons utilisées précédemment dans 1’ouvrage. Sup-
posons que &y soit adapté & une filtration ®g. Pour le choix d’un entier n,
nous construisons une filtration ® telle que ®; soit ’algébre de Boole finie

engendrée par {{0(3)[n] :seTets< t} si bien que ®; C ®(,. Définissons
le processus £ ainsi :

vie T, d(t) = d(&(t)y) +E {deo(t) - d(&o®),) | @1},
Vit € T,f(t) = fo(a)[n} + Zs<t d&(S)

Alors :
E{dg(t) | ¢} = E{d&o(t) | D1}

Du fait que ®; C ®¢;, cette espérance a le signe attendu ; c’est-a-dire que si
&o est une surmartingale, une sousmartingale, ou une martingale, il en va de
méme pour &. Soit € > 0 un réel infinitésimal, et soit py défini de la méme
maniére que dans la démonstration précédente. Si n est suffisamment grand,
d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on peut écrire :

Sl - 6ol < e

teT

O

Ces preuves montrent que la valeur infinitésimale implicite dans la dé-
finition des processus élémentaires voisins peut étre choisie aussi petite que
voulue.

Equivalence des propriétés analytiques.

Un théoréme typique de la théorie des processus stochastiques affirme
que, moyennant certaines hypothéses analytiques, certaines conclusions pro-
babilistes sont vérifiées par presque toutes les trajectoires. Pour obtenir un
théoréme classique & partir de son analogue élémentaire, il nous faut mon-
trer que les hypothéses analytiques internes entrainent les hypothéses ana-
lytiques élémentaires analogues, et que les conclusions probabilistes élémen-
taires qui en découlent entrainent les conclusions probabilistes internes cor-
respondantes. Mais pour nous convaincre du fait que les deux formulations
expriment la méme chose dans les deux langages, il nous faut montrer 1’équi-
valence entre les deux formes de ’hypothése, et entre les deux formes de la
conclusion.
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Dans cette section, nous allons vérifier que certaines propriétés analy-
tiques internes d’un processus stochastique standard sont équivalentes aux
propriétés analytiques externes correspondantes portant sur un processus élé-
mentaire voisin. Les conventions d’écriture suivantes sont en usage : £ est un
processus stochastique standard, indexé par Ty, et défini sur (Qo, So, Pro);
la fonction & est un processus élémentaire voisin, indexé par 7', et défini sur
(Q, pr) comme nous 'avons déja vu (et £ est une surmartingale, ou autre, si
&o lui méme en est une); a et b sont respectivement les premier et dernier
éléments de T, T' = T — {b}, pour tout ¢ de T", t + dt désigne le successeur
de t dans T', et pour toute fonction f définie sur T, on pose :

Vte T df(t) = f(t+dt) — f(2).

Lorsque Ty = N*, nous choisirons 7" tel que T' = {1,--- ,v} ou v désigne un
entier naturel illimité. Remarquons que si Ty est un intervalle fermé [a, b],
alors T' est un quasi-intervalle dont le premier élément est a, et le dernier
élément est b.

Théoréme A.3. Soit & dont chaque composante est L'. Si Ty = N*, alors :

1) Y22 lléo(n)|l; converge si et seulement si Y, _, ||{(n)||; converge (qua-
siment) ;

2) &o(n) converge dans L' si et seulement si £(n) converge (quasiment) dans
L'.
Si Ty C R, et sity est un élément standard de Ty, alors :

3) & est continu en to dans L' si et seulement si & est quasiment continu
en ty dans L.

Si Ty C R, alors :

4) & est a variation bornée dans L' si et seulement si y_,.p ||dE(t)]]; < oo.
Si Ty est un intervalle fermé [a,b], alors :

5) & appartient a L' (Ty x Qq) si et seulement si & est L' sur T' x Q;

6) & est absolument continu dans L' si et seulement si il existe un processus

élémentaire voisin tel que % soit L' sur T' x Q.

Démonstration. Comme £ est un processus élémentaire voisin, la conclusion
de 1) est équivalente a la proposition :

Z |éo(n)||; converge (quasiment). (3)
n=1
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De ce fait, 1) exprime le fait qu’une série standard converge si et seulement
si sa somme partielle jusqu’a un indice illimité v converge (quasiment), ce
que ’on montre facilement. On démontre 2) et 3) de maniére similaire.
Supposons que ’hypothése de 4) soit vérifiée. Par transfert, cela implique
I’existence d’un nombre standard K tel que pour tout sous-ensemble fini de
Ty, et pour T en particulier, on a ), 7 [|déo(%)]|; < K. La conclusion est
alors vérifiée. Inversement, supposons que la conclusion de 4) soit vérifiée.
Comme T contient tous les points standard de Tp, il vient qu’il existe une
valeur standard fixe qui borne la variation de &y quel que soit le sous-ensemble
standard fini de Ty. Par transfert, on obtient I’hypothése de 4).
L’hypothése de 5) est équivalente & la proposition suivante :

Jimy e — &™), =o. (4)

Comme & est standard, (4) est équivalent & :
Vn = 00, Vm = 00, Hf(()n) — f(()m)Hl ~ 0,

ce qui est en soit équivalent & la conclusion de 5) car £ est un processus
élémentaire voisin.

Pour toute collection finie I de sous-intervalles de [a, b] ne se recouvrant
pas, désignons par |I| sa longueur totale, et par vary(I) la quantité

> l1€o(bs) = olai)lly

ou les [a;, b;] sont les éléments de I. Avec ces notations, ’hypothése de 6)
devient :
Ve > 0,38 > 0,VI, (|I| < 8) = (varg(I) < ¢), (5)

mais ceci est équivalent a :
VI, (|I| = 0) = (vary(I) = 0). (6)

Pour s’en convaincre, appliquons l'algorithme de réduction & (6) de la ma-
niére suivante. Ecrivons (6) sous cette forme :

VI, (V¥ > 0,|1] < 8) = (V*'e > 0,varo(I) < ¢),
puis sous cette forme :

Vite, VI, 35, (|I] < 6) = (varo(I) < ¢).
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Utilisons le principe d’idéalisation pour dériver la forme équivalente suivante :
vte, 30 VI, 36 € 8, (|1 < 8) = (varo(I) <e).

En choisissant le plus petit élément § dans ¢’, et en utilisant le principe de
transfert, on obtient (5).

Disons que I est satisfaisant lorsque les extrémités de chacun de ses
éléments sont dans 7.

Lemme. (6) est équivalent a :
ysatisfassant T (1T & 0) = (vare(I) = 0). (7)

Il est clair que (6) implique (7). En appliquant 1’algorithme de réduction
a (7), nous voyons que (7) est équivalent a :

Vite > 0,356 > 0, yeetsfeisent [ (|1] < 6) = (varg(I) < €).
Comme T contient tous les éléments standard de [a, b], cela entraine :
Vite > 0,356 > 0,V 1, (|1] < 8) = (varo(I) < ¢),

ce qui est, par transfert, équivalent a (5), donc a (6). Le lemme est ainsi
prouvé.

(5) et (7) sont donc équivalents. Pour un ensemble I satisfaisant, défi-
nissons la quantité var(I) comme la quantité ), ||{(b;) — &(a;)||;. Comme &
est un processus voisin, (7) est équivalent & :

Vsatisfaisant]" (|I| ~ 0) = (ruar(_[) =~ O).

Mais cette proposition exprime le fait que pour des ensembles de la forme
M =1 x , si la probabilité de M dans T" x € est infinitésimale alors :
d§

E|l= =~
‘dt XM Oa

ce qui est vérifié dés que % est L' dans T' x Q d’aprés le théoréme 8.1.

Inversement, on remarque que 'hypothése de 6) est équivalente a 1’existence
d’une fonction standard ng dans L!(Ty x Qg) telle que presque siirement :

t
vVt € To, §o(t) = &o(a) +/ no(s) ds.

Soit 7 un processus élémentaire voisin de ng. n est L' dans T' x Q d’aprés
5). Choisissons {(a) comme étant une variable aléatoire élémentaire voisine
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de &y(a) (cela revient & faire le choix d’un processus élémentaire voisin du
processus stochastique standard indexé par le singleton {a} et dont la valeur
en a est £y(a)). Construisons le processus £ ainsi :

a<ls<t

On peut facilement se rendre compte que ¢ est un processus voisin de &, et
que n = % est L' dans T" x Q. O

Théoréme A.4. Soit & un processus dont chaque composante est L', et
supposons que Ty C R. Si & est une martingale ou une sousmartingale po-
sitive, alors ||€(a)|l; € oo, et de plus [|E(b)]|; K 0o si et seulement si la
fonction t — [|&o(2)||, est bornée. Si &y est une surmartingale positive alors
on a ||€(b)]|; € oo , et de plus ||€(a)]|; K oo si et seulement si la fonction
t— [|&o(t)||; est bornée.

Démonstration. Dans la premiére hypothese, ||&(t)]], et ||£(t)||; sont des
fonctions croissantes de t, donc ||£(a)||; < oo. Si [|£(b)]]; < o0, il existe un
réel standard K tel que :

vt e T,[|§(1)]; < K,

si bien que l'on a :
Vi e Ty, ()], < K + 1,

donc par transfert ¢ — ||€(t)||; est bornée. Inversement, si ¢ — [|€o(2)]|; est
bornée, elle a une borne standard K, si bien que [|&(b)||; < K, et que
I€(b)]]; < oo. La démonstration dans le cadre de la deuxiéme hypothése
(les normes sont alors décroissantes), se déroule de maniére strictement si-
milaire. O

Mesures de probabilité réguliéres

Soit 19 un processus stochastique indexé par ’ensemble Tj. Lorsque Ty
n’est pas dénombrable, des complications apparaissent au sein de la théo-
rie de la mesure. Afin de remédier & la plupart de ces complications, nous
considérerons toujours la version canonique &y du processus (voir [4]), qui
est un processus indexé par Ty, et équivalent & 7g. Il est défini sur I'espace

des trajectoires :
Q=[] R,

teTy
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ou R est le compactifié de R obtenu en lui ajoutant un point & I'infini. Alors,
Qo est un espace compact pour la topologie produit. Soit Sy la o-algébre
des ensembles boréliens de €2y, et soit Pry 'unique mesure de probabilité
réguliére telle que le processus stochastique &y défini sur (Qg, So, Prg) par la
relation :

Vt € To, Ywy € Qo, &o(t, wo) = wo(t),

a les mémes distributions discrétes jointes que 7. Si 7 est standard, il en
va de méme pour &p.

L’un des avantages de la version canonique est que la plupart des sous-
ensembles intéressants de ’espace des trajectoires sont des boréliens, et qu’ils
sont de ce fait mesurables.

Nous aurons besoin de deux résultats internes concernant les mesures
de probabilité réguliéres. Par définition, un ensemble D est dit filtrant su-
périeurement s’il est muni d’une relation binaire transitive < telle que tout
sous-ensemble fini de D posséde une borne supérieure. Un réseau est une
fonction F' +— ©F définie sur D. Lorsque les ©f sont des ensembles, on dira
que le réseau est croissant si :

(F1 < F») = (0, C OR),
et on dira qu’il est décroissant si :
(Fy < Fy) = (O, C OF,).

L’interét du théoréme suivant est qu’il s’applique & des familles non dé-
nombrables d’ensembles.

Théoréme A.5. Soit Prg une mesure de probabilité réguliére définie sur un
espace compact . Soit F— Op un réseau décroissant de sous-ensembles
fermés de Qq, et G — T'q un réseau croissant de sous-ensembles ouverts de

Q. Alors :

Pry ﬂ Op = I;IelfDPTo@F, (8)
FeD

Pr U I'¢ = sup Prolg. 9)
GeD GeD

Démonstration. Soit € > 0. Par définition de la régularité de la mesure, il
existe un sous-ensemble compact © C Jgp T'a tel que :

P’r‘o(U PG \@) SE.

GeD
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Du fait de la compacité de O, il existe une famille finie {G1,--- ,G,} telle
que :
n
© c | JTg,.
=1

Soit Gy une borne supérieure de cette famille. Il vient que © C I'g,, si bien

que :
Pr()( U Te \FG0> <e.
GeD
Comme ¢ est arbitraire, cela prouve (9). (8) s’en déduit par dualiteé. O

Théoréme A.6. Soit Pry une mesure de probabilité réquliére sur un espace
compact y. Soient O i des sous-ensembles fermés de Sy, et soient I'yjq des
sous-ensembles ouverts de gy, ot j et k parcourent N, et F' et G parcourent
un ensemble filtrant supérieurement D. Supposons que © jir soit une fonction

décroissante en j et en F, et que I'y;q soit une fonction croissante en k et
en G. Alors :

ProﬂUﬂG)jkp = sgp%n}'Pm@j;c(j)F, (10)
j k F ’

ot k parcourt l’ensemble des fonctions de N dans N, et :

Pro|JJTkjc = sup inlfProl"kjé(j), (11)
E j G k,G

ot G parcourt Uensemble des fonctions de N dans D.

Démonstration. Posons :

pZP’FQﬂUHQJ’kF‘.
F

Jj k
Soit € > 0. Alors :

Vj € N,k € N, Pry ﬂ @ijZp—E:‘,
FeD

d’ott Pon déduit qu’il existe une fonction k telle que :

Vi€ N,Pro [ ©p;0r 2P~ ¢
FeD
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En vertu du théoréme précédent, nous avons :

iﬁfPro@jE(j)F >p—e.

Comme ¢ est arbitraire, cela prouve l'inégalité < dans la relation (10). Mais

NUNewr -UNesor

ik k3 F

du fait que :

I'inégalité > est triviale.
Maintenant, posons :

p=Pro|JMUTkie

E j G
et soit € > 0. Alors :
Jk € N,Vj € N,3G € D, Prol'yjg > p — &,
en vertu du théoréme précédent. Donc il existe k et G tels que :
Vj €N, PTOij(;(j) >p—e.

Comme ¢ est arbitraire, cela prouve l'inégalité < dans (11), et ici encore,
I'inégalité > est triviale. O

Equivalence entre propriétés probabilistes

Considérons une fonction standard &g : Tp — R. La notion de fonction
élémentaire voisine £ est claire : c’est le cas particulier d’un processus sto-
chastique élémentaire voisin dans le cas ol 1’espace probabilisé sous-jacent
est réduit & un singleton. Nous rencontrons souvent des couples de proprié-
tés (A, B), A étant interne et B externe, tels que A est veérifiée pour & si
et seulement si B l'est pour £. Par exemple, A peut désigner la propriété
d’étre continue en un point standard ty, et B peut designer la propriété
d’étre quasiment continue en ce méme point tg. Cependant, si £y n’est pas
standard, ’équivalence de A et B n’est plus forcément vérifiée. Imaginons
maintenant que &y soit un processus stochastique standard dont ¢ est un
processus élémentaire voisin, et demandons-nous si le fait que A soit vraie
presque partout pour & équivaille au fait que B soit vraie presque partout
pour &. Nous devons d’abord nous assurer que ’ensemble sur lequel A est
vraie est mesurable, sinon la question que nous nous posons n’a pas de sens.
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Méme lorsque c’est le cas cependant, un raisonnement basé sur un examen in-
dividuel des trajectoires ne fonctionnerait pas. En effet, il existe un ensemble
fini contenant toutes les trajectoires standard de &y, et pour la majorité des
processus stochastiques intéressants tout sous-ensemble fini de trajectoires
est négligeable (c’est-a-dire que la réalisation d’un processus standard est
généralement non-standard!). On en déduit donc que I’équivalence entre A
pour une fonction standard et B pour une fonction élémentaire voisine ne
nous aide pas a répondre & notre question.

Théoréme A.7. Soit & un processus stochastique standard dans sa version
canonique. Si Ty = N*, alors :

1) (ps s 322, ()] < 00) > (ps s 4, [€(n)] < o)

2) (ps: T2, [fo(n)| < 00)  (ps = 4, [€(m)| converge quasimement).
Si ty est un point standard de Ty, et si Ty C R, alors :

3) (ps : &y est continue en tg)<(ps : € est quasiment continue en tg).
Si Ty est un sous-ensemble compact de R, alors :

4) (ps : & est continue)& (ps : € est quasiment continue),

5) (ps : & n’a pas de discontinuités du type “oscillations”)< (ps : & est a
fluctuation limitée).

Si Ty C R, alors :

6) (ps : & est a variation bornée) < (ps : & est G variation limitée).

Quel que soit Ty :

7) (ps: & =0) < (ps: {=0).

Démonstration. Pour ¢ = 1,--- |7, I’équivalence i) est de la forme A; < B;
ol A; est une formule interne et B; est une formule externe.

Par définition, il existe un sous-ensemble N de I'espace des trajectoires
Qg tel que ProN = 0, et tel que sur N€on a :

Y l&(t) — £@) ~ 0.

teT

Supposons qu’il soit faux que A; soit vérifiée presque partout. Posons :

k
O = {Z|§0(n)| > j},
1

el = nD Ojy-
k

J
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Alors Prg®! > 0 et par transfert on sait qu’il existe un réel standard € > 0
tel que Pro®' > e. Grace au théoréme (A.6) et au principe de transfert, il
existe une fonction standard k telle que Pro@}C > g, avec :

1 _ 1
O = ﬂ @ﬂ"co')'
J

Si j est standard k(j) Uest également si bien que k(j) < v. D’ou il vient que
sur @}c on a:

VStja Z |£0(’I’L)| > ja
n=1

et donc :

Z |€o(n)| = oc.
n=1
Ainsi, sur N @}C on a:

PN OISR
n=1

Or, Prg (N ‘N @}f) 2 €, et comme cela est vrai pour un certain réel standard

e > 0, il est faux de dire que By est vérifiée presque partout. Ainsi, si By est
vérifiée presque partout, A; est vérifiée presque partout.

A fortiori, By presque partout implique Ay (qui est identique a Aj)
presque partout.

Supposons qu’il soit faux que As soit vérifiée presque partout. Pour tout
sous-ensemble fini G de T}, posons :

szG = U {|50(3) —&o(to)| > %},

seEG
ls—to| <3

r* = UNUrke-
E j G
I'® est I’ensemble des trajectoires discontinues en tg. Remarquons que c’est
un borélien, car 'union non dénombrable sur G est une union d’ouverts.
Alors, il existe un réel standard € > 0 tel que Prol'® > e. Par le théoréme
(A.6) et le principe de transfert, on peut trouver k standard, ainsi que G
standard, tels que Profzé >¢€,0l:

3 3
Tee = ﬂ ijé(j)'
J
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Lorsque j est standard, é(]) est un ensemble fini standard, donc chacun de
ses éléments est standard. On a donc dans ce cas G(j) C T. Donc, sur I‘Z &
pour tout entier standard j il existe un point s dans T tel que |s — o] < %
et [€o(s) — &o(to)| > %, si bien que, par le principe de Cauchy, il existe un
point s dans T tel que s =ty et |£o(s) — &o(to)| > +. Par conséquent, sur
NN FZ & le processus £ n’est pas quasiment continu en tg, et il est faux de
dire que Bj est vrai presque partout. Ainsi, B presque partout implique Ag
presque partout.

On procéde de maniére similaire, en se contentant de remplacer la va-
leur fixe ¢y par une valeur variable ¢, pour montrer que B4 presque partout
implique A4 presque partout.

La preuve que By presque partout implique As presque partout est simi-
laire. Pour tout sous-ensemble G' de Tp, constitué des j points t; < --- < t;,
posons :

Jj—1 1

Thje = ﬂ {|§0(tz‘) —&o(tiv1)| > z},
i=1
rr = UNUTke:

E j G
et mettons en ceuvre les mémes arguments que précédemment. Notons que
le borélien I'® est I’ensemble des trajectoires possédant une discontinuité du
type “oscillations”.

La preuve que Bg presque partout implique Ag presque partout est éga-
lement similaire. Pour tout sous-ensemble fini G de Tj, désignons par G’
Pensemble G privé de son plus grand élément, et pour tout point ¢ dans G’,
désignons par t + dt le successeur de ¢t dans G. Posons :

IS = {Z|§0(t+dt)—§o(t)|>j},

teG’

re = NUTe
j G

et procédons comme précédemment.
Imaginons qu'il soit faux que A7 presque partout. Alors, pour tout sous-
ensemble fini G de Ty, posons :

1
Iie = ) > —
kG {Itne%(\fo( )| > k}’

" = JUTie-
k G



ANNEXE 143

Alors, il existe un réel standard € > 0 tel que Prol'” > ¢, et donc un entier
standard & ainsi qu’un sous-ensemble fini standard G tels que PTOI‘ZG > €.
On a G C T, et sur ’ensemble FZG le processus £ n’est pas infinitésimal le
long de T'. On n’a donc pas By presque partout. On en déduit que By presque
partout implique A7 presque partout.

Considérons maintenant le sens inverse. Supposons Ay presque partout,
et posons :

> 1
0% = {Z |€o(n)| < —.},
n=~k J
e = NJok
Jj k
Alors Pry©? = 1. Soit € > 0 un réel standard. En vertu du théoréme (A.6),

et du principe de transfert, il existe une fonction standard k qui vérifie
Pro(%% > 1 —¢, en notant :

2 _ 2
07 =195y
J

Au sein de @% on a, pour tout j standard :

o

> lé(n)| <

n=k(j)

bl

S

et donc, au sein de N[ @% :

Du fait que I;(]) est standard dés que j est standard, on a pour tout entier
illimité p <wv:

> lEm) =0,
n=p

ce qui signifie que Y, [{(n)| converge quasiment. On a donc By presque
partout. Ainsi, Ao presque partout implique By presque partout.
A fortiori, A; presque partout implique By presque partout.
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Supposons que As soit vraie presque partout, et posons :

N {\50(3) —&o(to)| < %},

1
‘5_t0|§g

o' = NUoj
Jj k

3
Oy

Alors, Pro©2 = 1. Soit € > 0 un réel standard. Alors, il existe une fonction
standard k telle que P’l"()@% > 1 —¢, en notant :

3 _ 3
O} = ﬂ ®j7c(j)'
J

Au sein de N¢N @% le processus ¢ est quasiment continu en tg, et donc Ag
presque partout implique B3 presque partout.
Les autres cas se démontrent de maniére similaire. O
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